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1. Для выяснения постановки задачи рассмотрим следующий пример.
Населенные пункты Xi. х2,... , х„, для которых потребности в некото­

ром продукте равны соответственно p(xt), р(х2),..., р(хп) единиц, связа­
ны между собой дорогами uh и2, . . ., ит таким образом, что пара множеств 
Х={Ж1, х2,...,хп}, U — (щ, п2,..., ит} образует граф G= (X, U). 
Стоимость перевозки единицы продукта по дороге щ равна 0, / =
— 1, 2,..., т. Ставится задача нахождения такого пункта х*<^.Х, что если 
разместить в х* производство продукта, то стоимость обслуживания всех 
пунктов надлежащими количествами продукта будет минимальной. Иначе 
говоря, речь идет о нахождении такой точки х„ е X, для которой прини­
мает наименьшее значение функционал

п
F(x) = 2 рЫ-аа(х, хо, (1>

i=l

где da(x, х^ = min 2 ®(^)по всем цепям с графа G, соединяющим хнх,._ 
иес

Рассмотрению этой задачи были посвящены заметки (3_6). Здесь мы 
рассмотрим одновременную постановку нескольких задач этого типа на 
графе G. Это имеет смысл по следующим соображениям. Допустим, напри­
мер, что побочным продуктом рассматриваемого производства является 
другой, требующий другие условия перевозки, причем потребности насе­
ленных пунктов Xi, х2, . . ., хп в этом продукте равны соответственно #(ач), 
q(x2),. . ., q(Xr,) единиц, а стоимость перевозки единицы этого продукта по 
дороге Uj равна b (uj) 0 (здесь, вообще говоря, а (щ) =# Ь(иф)). Для второ­
го продукта получаем аналогичную задачу о минимизации функционала

п

е(х) = 2 q (+) db (х> xih (2)>
1=1

где db(x, Xi) — min 2 b(u) по всем цепям с графа G, соединяющих х и х{.
Естественно возникает вопрос, нельзя ли подобрать такой пункт х* для 

размещения производства, что оба функционала^ (х), Е(х) достигают сво­
его минимума при х = xt. В случае произвольного графа G = (X, U) реше­
ния этой задачи, вообще говоря, не существует: множество ХР всех точек 
х е X, в которых минимизируется функционал F(x), может оказаться не- 
пересекающимся со множеством ХЕ всех точек, минимизирующих Е(х).

В этой заметке мы укажем условия, накладываемые на граф G и на 
функции а (и), b(u), р(х), q(x), участвующие в постановке задачи, при 
выполнении которых указанные две задачи заведомо имеют совместное ре­
шение, т. е. XF П ХЕ =+ ф, причем нахождение хотя бы одного такого реше­
ния осуществляется без использования чисел а (и) и Ь(и). Более того, мы 
рассмотрим совместную постановку к задач рассматрив'аемого типа на 
графе.
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2. Итак, пусть на конечном, связном и неориентированном графе G = 
= (Х, U) заданы к пар неотрицательных функций:

Ра (ж), да(т); х^Х, ueeU, а = 1, 2, ..., /с. (3)

Эти функции позволяют определить к функционалов на X:
Ха(х) = '%ipa(xi)da(x, хД, а = 1,2, . . ., к, (4>

где d0(.r, Ч) = min 2 ^а(к) по всем цепям с графа G, соединяющим х 
Ug=C

И Xi.
Множество М <^Х называется выпуклым относительно da на X, если 

из соотношений xt, е Л/, d~(x^ х2) = da(xi, х3) + da(x3, х2) следует 
х3 е М.

Теперь может быть сформулирована
Задача. Дано множество Мс.Х, являющееся выпуклым относи­

тельно каждой функции da, а — 1, 2, .... к, и функционалы Ft, F2, ...,Fh 
(см. (4)). Найти такую точку х, X, в которой все эти функционалы од­
новременно достигают минимума.

Ниже мы опишем такой класс графов G и функционалов (4), для кото­
рых поставленная задача разрешима. Более того, для этого класса графов 
и функционалов окажется, что нахождение искомой точки х„ может быть, 
осуществлено при помощи алгоритма, не использующего значений функ­
ций аа(и). Для нахождения же множества всех точек минимума функцио­
налов (4) достаточно лишь знать, на каких ребрах графа G функции 
да(к-), а = 1, 2,..., к, принимают нулевые значения.

Переходим к описанию интересующего нас класса графов и функцио­
налов (4) на них.

3. Будем предполагать, что рассматриваемый граф G=(X, U) реали­
зован на плоскости. Через Ф обозначим множество всех граней, определяе­
мых графом G. На граф G и функции ра (х), ал (и) наложим следующие ус­
ловия.

1°. Для любых Г1, Г2 е Ф, Г, =^Г2, пересечение 1\ П Г2 исчерпывается 
одним из случаев; П Г2 = ф, Г\ П Г2 = х е X, Е Г ]’; = ие I'.

2°. Каждая грань ГеФ является (вообще говоря, криволинейным) 
простым четырехугольником.

3°. Если вершина х е X не лежит на границе бесконечной грани (‘,2), 
то х инцидентна более, чем трем ребрам графа G.

4°. Если и2 е U— противоположные стороны некоторой грани Г & 
е Ф, то аа(щ) = ao(u2), а — 1, 2,..., к.

Пусть Ut, U2,. .., Uq — классы эквивалентности (3) множества U (реб­
ра и, и' е U эквивалентны, если и = и' или существует такая последова­
тельность и = uh и2, ... , us = и', что при любом i = 1, 2, ..., s — 1 ребра 
иг и Ui-j являются противоположными сторонами некоторой грани из Ф). 
Известно (3), что каждый класс Uj, j = 1, 2, ... , q, есть разрез (*, 2).

Пусть G'={X', К') — некоторый подграф графа G=(X, £7). Через 
Pa(G') будем обозначать число 2 Ра (ж)- Далее, через G/ и G'' бу- 

дем обозначать компоненты связности (*,2) графа G, = (X, U \ Uj), j = 1, 
2....... q.

5°. Для каждого фиксированного j = 1, 2, . .. , q верно соотношение 

(Pa(G'j)— pa(G‘))(pt(G'j) — Pf,(G"j))>Q, a, 0 = 1, 2, . . ., k.

Лемм а. Если граф G = (X, J7) и функции aa(u), a = 1, 2,..., к, удов­
летворяют условиям 1“ — 4е, a M a X — выпуклое множество относитель­
но одного da, то множество М выпукло и относительно всех da, а — 1, 2,... 
..., А.
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Доказательство следует непосредственно из теоремы 1 работы (3).
Теорема 1. Если граф G= (X, U) и функции аа(и), ра(х), а = 

— 1, 2, . . . , к удовлетворяет условиям 1° — 5°, а МсХ — заданное выпук­
лое множество относительно некоторого da, то существует вершина х„. е X, 
в которой, минимизируются все функционалы (4).

Теорема 2. При выполнении условий теоремы 1 существует хотя бы 
одна вершина х ^Х, в которой, независимо от выбора функций аа{и), а = 
= 1, 2, . . ., к, все функционалы (4) одновременно принимают минималь­
ные значения, причем вершина х может быть найдена без использования 
значений функций аа.(и), а = 1, 2,. . ., к.

Теорема 3. При условиях теоремы 1 множество X, всех элементов 
х,, одновременно минимизирующих все функционалы (4), является вы­
пуклым относительно всех da, а = 1, 2, .. . , к. Точно так же выпуклым (от­
носительно всех da, а — 1, 2........ А') является множество X, состоящее из
всех элементов х, существование которых утверждается в теореме 2.

Доказательство этих теорем проводится на основе результатов, изло­
женных в работах (s~®,9, *°) с использованием леммы.

4. Теперь изложим основные моменты построения алгоритма решения 
рассмотренной выше задачи для графа G и функции аа(и), удовлетворяю­
щих условиям 1°—5° (оценка для е, указываемая ниже, принадлежит 
К. Ф. Присакару).

1) Фиксируется (некоторая) вершина xt X и для каждой вершины 
х, <= X составляется вектор Т(х;) = (tl(Xi), t2(xd),.. . , £’(ад)) по правилу: 
д(х<) равно 0 или 1, если цепь (произвольная), соединяющая хх с со­
держит четное или нечетное число ребер разреза U}, j 1,2,, q, соот­
ветственно.

2) Фиксируется некоторое (произвольное) а и для каждого х находят­
ся все отличные от нуля числа б; — [pa(Gj') — pa(G/') |, j = 1, 2,..., q; 

берется 8 = [у] т^п Если же б3 = 0 для всякого j = 1,2,..., q, то 

любая вершина х X есть решение.

3) При помощи числа s’ = S (ра (^) + е) (1 — 2^),

, q, определяется вектор t" = (tl, t2, . . . , tQ), где

1, если s’|>0,

7 = 1,

0, если

0 или 1 (безразлично), если

з’<0, 

s’ = 0.

4) Ищется вершина х е М, для которой вектор Т(х) удовлетворяет 
условию

\\t°-T (х) || = min || t° - Т (х) || = min 21 f- f (,r) |.
X^=1V1

Оказывается, что найденная вершина х удовлетворяет условиям теоре­
мы 2. Интересно, что этот алгоритм дает некоторую точку х по данным 
ра(х), i — 1, 2, ..., |Х|, относящимся только кодномуа; тем не менее, 
найденная таким путем точка х минимизирует все функционалы (4) (см. 
теоремы 1, 2).

5. Как мы отметили выше, для произвольного графа (не удовлетворяю­
щего условиям 1° — 4°) функционалы (4), вообще говоря, не будут одно­
временно достигать минимума ни в какой точке х X. Если же к — 1, т. е. 
рассматривается только один функционал ЕДж) = F(x), то, как показано 
в (3), он всегда достигает минимума в некоторой точке х* е М (где М — 
выпуклое относительно d, = d). Нахождение точки х* М можно осуще- 
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отвить, например, следующим алгоритмом, легко вытекающим (как это 
заметил А. К. Кельманс для случая X = М, > 0, i — 1, 2, ... , п) на 
основе алгоритма из пункта 4.

1) Для каждой вершины yt^M строится дерево И = (X, К), обла­
дающее тем свойством, что число d'(у{, у), определенное для графа Hi 
точно так же, как это было сделано для G, равно числу d(yt, у) (см. 9, 1е).

2) Для каждого графа Hi, i = 1, 2,..., г== |7И|, описанным выше ал­
горитмом (см. п. 4) находится множество X, всех решений задачи XMY 
(см. О), где У = {у ее X, р(у) > 0}.

Г
3) Для каждого z GE U вычисляем значение соответствующего

i=l
функционала. Из множества полученных значений выбираем наименьшее. 
Вершина графа G, для которой достигается это минимальное значение, и 
есть решение задачи Штейнера для графа G (см. (3)).
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