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В настоящей заметно рассматривается задача последовательного оце¬

нивания параметра 051 2 стандартной схиме прямых намерении
я- = &+**, 1= 1, 2, . . . , (1)

гдо погрешности предполагаются независимыми одинаково распредо
лепными случайными величинами с известным законом распределения Р .

Другими словами, мы занимаемся последовательным оцениванием пара ¬

метра сдвига 0 по данным независимых наблюдений x t , х? , . . , , расаредо -
лепных согласно море Р .„ Р« ( А ) = Р {А — 0) , Если т — ( инрпшмкий )
момент остановки, а Л =Мяч, , . - , iT ) — оценки для 0, построенная ira

бале наблюдений до момента т, то ущерб и случае, когда 0 есть истинное
значение параметра , измеряется неотрицательной функцией потерь.
И'(/, — 0, г ) — ИМ / , — 9) , математическое ожидание которой

Л (6, 0 ) = E,W { f , - B , x )

налывеется р я с к о й о ц е н о ч н о й п р о ц е д у р ы 6 = (TJT),
Мы ограничимся здесь рассмотриином класса инвариантных процедур

(т, /*), для которых (T = ?i) e £ .„ п - 2, 3, . . . , где й„ - и-алгебра , по¬

рожденная вектором (Jj — z t X ; — ii ) и для почти всех (i|,. , . , irt) е=
еД", с 54 /ÿBп= 1, 2,.. , ,

+ с, - - * , + с) = * > ч1*) + с. { '2 )

Ясно, что раск всякой инвариантной процедуры но зависит от 9, в свя ¬

зи с чем можно говорить об оптимальном (относительно выбранной функ¬

ции потерь) инвариантной процедуре 6*. для которой

Ь

Вопрос о допустимости оптимальной инвариантной оценки в классе
всех процедур рассматривался и ( ' },

Легко понять, как оптимально оценивать параметр 0 при фитировлн-
ном правиле остановки т. , leib:тп м :ч-.г i.iio, пусть существует оптимальная
инвариантная оценка f т, е.

min E e W ( }п - 0, и ) = B k W ( L- О, п),
fn

где минимум слева берется ао всем Инвариантным процедурам. (Уту
оценку мы будем называть о ц е н к о й П и т м а н а, отвечающей функция
потерь W n.) Нетрудно видел,, что оценка /„ удовлетворяет соотношению

Еа (И7,, | f n{ x (1 . . . , JFJ /® ,,} = inf E a {W ( x, + d ) /Slt}
BGR1
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i-; 3 -ывидим, что для любой инвариантной оценки /я
j Wn(fn) dP <|WTi (U ) dP . (4>

(«— !!} {Т=П|

£дхн теперь /,= /„, я — 1, 2(. . . , на множестве {т = п}, '3> 87 (4) еле*

что при фиксированном правиле остановки т xnin R (т, /т) доетша-t
: в на /, н, таким образом, проблема выбора оптимальной инвариантной,

роцедуры оценивания состоит в отыскании оптимального правила оста¬

новки т».
Эту задачу мы и рассмотрим для так называемых сильно симметрич-

*Ы1 семейств (см. (*) ) , т. е. для симметричных распределений с достаточ¬

ными статистиками для параметра сдвига ранга не большего двух . Для
~ _

.т распределений пересечение достаточной о-алтебры с инвариантной
Ьтяосятельно которого должно быть измеримо правило остановки) но*

ождаетей одной вещественной статистикой.
Пусть

р { х ) = -^АТ г̂ acli^rj , а> О, р>0, (5>
— плотность сильно симметричного закона. Если {J — * 0, ар" — »- о~ Е, то р (т )
. дится к плотности нормального закона с дисперсией и!, если же

1
г — ос, — г log ct — >— Д, то пределом (о ) является плотность прямоуголь-
х.го закона на отрезке {— Л, Д ) .

И псстгю (см. {“ ) ) , что оценка Питмана для любой выпуклой п четной
функции потерь имеет вид

П П

}п ( хи . . ., хл ) = -щ log (2 j 2 (г,>
Мы рассмотрим функцию потерь

1 I

„(/,- 0 ) = j4[sh* Р{/,- 0) + сп], с > 0, .4 > % Р > (>

Если р-* О, A р2 — * i. Ас — > л, то 1Г„(/в — 0) — (/„— 0) Е + Кп. Если же
г — оо, Ас -* л, то предел функции W „ совпадает с пределом
функций потерь вида B ( r( fn — 0) -f )л ) , Всо, где г — индикаторная
вункцля множества ( — со, — Д) U (Л, оо ) , отвечающих доверительному
Биенинапито параметра Й с помощью интервалов длины 2А. Таким обра-
* * эта мера качества охватывает две классические.

Для нахождения оптимального правила остановки для оценивания
илраметра сдвига плотностей (5) , где параметры « и р предполагаются

3i,i тнымн, при указанной функции потерь мы применим некоторые
результаты работы ( 5 ) ,

Пусть 2*=£»{ „(/„) / ?)„}, где — оптимальная оценка 0, онредслен-|ля в ( 6). Тогда — Ел\\ — 0) и на леммы 7 работы (;) вынудим,
Ьг . если па неравенства Е { хп+i / ©n} > 2Л следует, что Е{xn+.j/ S3n+i} ^^ хшц , то оптимальное инвариантное правило остановки имеет вид

тГц = min {ft: Е{*n+i/®n}> хп } -
Вычислил количества Л7 ., и Е{?„ : / В..}, мы покажем, что указанное уело-
Mt монотонности действительно имеет место, и тем самым построим оп ¬

тимальное правило остановки.
Имеем

JXM",

J I I /> (*, -\) d\
I

ш



f sh p { }л — 0exp|-аПп cb p ( /n -01 <&..4 , j
_
4 cn I ={Sip [— пЛп cb P(fn — til J

ГСзЬг £ ехр [ — oflnclit]^ } ^Мч) . rrr= 4 2*7^ + H “ ^ [аад«Лп) + С71]’
П П

4'де Ka (а) , K , ( a) — известные функции Макдональда, Д«* = Zê iXer**1,

Далее
^

n+l

JJ rN+l 1̂' • ‘ ’ :r
)v’ ^ ^ P (*J ^ ^n+l

= =- 1

A • (« +!)

jП и*/ — £) Jt

Cf К (С1Л„¥1)
) ) expt~ rx^+ich W 1

^л J eip|— пЯп ch Jis; [ <(i,- 2 K<\ (n)

Г c *, («*«> dr) -K* ” a
~ A L («) ^ + 1 )

Здесь Я®
.и= R * + 2R* chpx „+ t Д- 1 ,

Для расчета интеграла ^ — 1,:. ' -— djn - i воспользуемся формулой— L 1,1 +1 -
(си. ( + ), стр. 280)

4- J ( Hnev +1 fe * d >J = AV» («)^(««„), (9)

(S)

W+l

Д^— Д4 + 2Д„сЬр 41. Полагая в (9) u = v = l и v =0, ц = 1, на¬

ходим

Г *, («Яп+1> J _ „ЯпКл (о) Кг (аНп) - К% («)А', (*Л„)
) 2 Д* - 1

так что

А’ {:?, i/35n) 1 Ki {a} ’

1. Н\- 1 A'0 <aft«> Л- _ 1 Ко С«) .
4 ,4с (и 4 1).

Если Ф (а) — АДа ) / ЛТДа) = — ^ log Дк 0 ( сх) , то
Я{хп41 / 3)„} ^ I» равносильно

Д„Ф (а ) — Ф (аД4 ^ acRn <n^ — 1) .

неравенство

(Ю)
Из вогнутости Ф (а)й — Ф (оЯ) как функции от R. R 1, следует, что

графики функций Ф{а)Д — Ф ( аД ) и ссR { Ri — 1) , принимающих оди¬

наковое значение прп R = 1, для R > 1 имеют не более одной точки
пересечения, которую мы обозначим через Д*. Эта точка действительно
существует, когда производная фуикпнп Ф (а ) Д — Ф ( аД ) в точке Я = 1
больше соответствующего значения производной функции соД ( Дг 1 ) .

т, С - если Ф («) — аФ'(а) 2> 2еа . Прп выполнопгп противоположного не¬

равенства наблюдения следует прекращать после первого шага.
Итак, неравенство ( 10) равносильно тому , что Д, > Д*, откуда еле

дует Д,|+ 1 > Д*, так что имеет место монотопный случай и правило оста -
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т„ = min (п; Яп> It’ }

•*. иально к к.!лесе инвариантных . Поясе того, эта , но существу последо-
toталька я, процедура потребует с вероятностью 1 не более [Я'] наблю-

Т г о рем а, Оптимальная инвариантная процедура оценивания пара -
мг-т - сдвига В плотности сильно симметричного закона (5) при функции
• : ТГг (1) = A [sh5 р|+ сп], Л, рт с>0, имеет вид

{ ffl — п ) — }Чп-\<С. It , I‘w It },
П П

a R' > 1 есть корень уравнения

A't (a') ... _ A , (a /У )
A‘c (a) A n («/fj - саЯ* (Я* 3 — 1 )

*/ - условии, что 2ас С Ф (а ) — оФ^а ) ,

Е ли 2ас ^гФ («) — оФ'(а ) , то с вероятностью 1 {т* = 1}, /, (л:, ) =
«= *»-В заключение заметим, что если fj — О, ар2 -> о-1, то правило останов-п принимает вид {тс = Пц} с вероятностью 1, что отвечает известному
£*г_'ггу. что для нормального закона оптимальное инвариантное поеледо-
рательноо управление вырождено.

Если р -̂ ос. — loya -*- — А, то соотношение (10) переходит в пера-
<*£L - лйа)/(2Л)>1-А

шах (т,, . . , ,1„) , .r “ in= min ( хи .. , , *,,) . Это правило оста-
- с, оптимальное для оценивания параметра сдвига прямоугольного

р» пределепня , было указано в ( 3 ) .
Согласно общим теоремам Ю. В. Линвика и И. В, Романовского об

Асимптотическом поведении оптимального управления и регулярном слу ¬

чае выигрыш в риске нашей процедуры относительно оитнмальной онси-
хх . р{т == га ) = 1 равен 0(1 / п) ,
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