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НА ПЛОСКОСТИ

(Представлено академиком И. Г. Петровским 23 VI 1911)

1°. В прямоугольнике П£ ={0^ж=С1, 0 Z Т < оо) рассмот­
рим смешанную задачу

pt + Трх = Р{х, t, р, q), (1)
qt — vqx = Q(x,t,p,q), (2)

р(т, 0) = р„(х), 7 (ж, 0) = 7о(т), (3)
A(t, р(0, t), 7(0, 0) = о, (4)

7(1, 0 = 0 (5)
где А = diag [А(,..., At; А2, ..., Х2;. ..; Tr, . ..,Ar], v = diag[vi, v2,...

(т'1 R’j.
..., vm], постоянные А, > > ... > > 0, Vi v2 vm > О,

Г

q, Т>, Q — (m X 1)-матрицы, р, ра, Р, А — (п X 1)-матрицы (« = 2 £»)• 

Предположим для простоты, что 0 < Т < (А, + v,)_1 *.

* Неравенство 0 < Т < (A, + Vi)-1 исключает взаимное влияние граничных ус­
ловий (4) и (5) на свойства решения задачи (1) — (5) в - Поэтому все результаты 
данной заметки имеют место при более общих граничных условиях, чем (5).

** Для случая г — 1, kt = 1 теорема 1 анонсирована в (5).

В случае граничных условий (4), заданных в виде, разрешенном от­
носительно р(0, £), теоремы единственности и продолжаемости (по I) ре­
шения задачи (1) — (5) содержатся в (‘“4). Существование и единствен­
ность в малом решении задачи (1) — (5) при условии |Ар(0, Р°> (0)» 

(0) | #= 0 установлены в (2). Имеет место следующая теорема 1 об одно­
значной продолжаемости решения задачи (1) — (5) **.

Теорема 1. Пусть Р, Q, А, р0, q0 е С4(ПтХ Rn+m) удовлетворяют 
условиям согласования, необходимым для существования в Пт решения 
задачи (1) — (5) класса Ct, и \АР (0, (0), 7о(О)) | > 0.

Тогда либо
A) в Пт существует единственное решение (р, q) — (р\ pz,...,pn, 

q1,..., qm) е Ci (Пт) задачи (1) — (5), и \Ap(t, р(0, t), q(0, t)) | >0 при 
0 с t :'7; Т-, либо

B) найдется такое 0 < Г*  Т, что в Пг« — {0 т 1, 0 =£7 / < Т*}  
существует единственное решение (р, q) еСЩт) задачи (1) —(5), 
|Ap(£, р(0, t), q(0, t)) | >0 при 0 Xlt <Z T*,  и выполняется no крайней 
мере одно из следующих равенств-.

п тп
sup |р‘| +2 SUP l?’l = °°> inf 7(0, 0)1 = 0-

г=1 ПТ*  7=1 ПТ*  0С'<Т*

518



Утверждение А) и равенство s = оо в утверждении В) теоремы 1 оз­
начают, что решение задачи (1) — (5) продолжено до границы области 
определения вектор-функций Р, Q, А. Теорема 1 оставляет открытым воп­
рос о продолжаемости решения, если имеет место утверждение В), но 
У*  < f, s < оо и, следовательно, т — 0. В этом случае при г = 1, к, = 1 
установлено (5), что если

* Полученные в этом направлении результаты предполагается опубликовать от­
дельно.

гр*
г» Tdx

J = С I А (Т, °р (0, Т), q (0, Т)) | < 30’
О 1

ТО задача (1) — (5) в Пт при Р > Т*,  вообще говоря, не имеет даже не­
прерывных обобщенных решений; в то же время решение (р, q) одно­
значно продолжаемо при t Г*  в классе разрывных решений, которые ус­
тойчивы при малых возмущениях начальных условий и при возмущении 
функции А членом y,L(Dlp, D'q), где A(D‘p, Dlq} —линейная форма от­
носительно рх, pi, qx, q>, а ц — малый параметр.

Результаты заметки (5) допускают обобщение * на задачу (1) — (5) 
если существует такое 1 I п, что все функции А', 1 i =7 п, 1=^1, 
представимы в виде

A\t,p,q') = pi—gi(t,pl,q). (6)
В настоящей работе исследуется продолжаемость решения задачи 

(1) — (5) при t Т*  в том случае, когда имеет место утверждение В) 
теоремы 1, Т*  < 1’, s < оо, J = оо, и при некотором 1 I п выполня­
ется условие (6). Оказывается, что решение (р, q), вообще говоря, про­
должаемо неоднозначно при t Т*  в классе гладких решений и структу­
ра множества решений задачи (1) — (5) в Пт, Т > Т*,  определяется ти­
пом возникающей при t = Т*  особой точки обыкновенного дифференци­
ального уравнения, которому удовлетворяет функция р!(ОД) при 0 t < 
< Т*.  Ниже предполагается, что ра, qa, Р, Q, g\ А1 = С.(ПтХ Rn+™).°

2°. Исследование гладкости в е к т о р - ф у н к ц и и (р, q) ъ 
Пг<. Для произвольных р е Rn, q е Rm положим

pl, q) =A‘(t, p, q)
Так как pl, q) — |Ap(i, p, q) | и m = 0, to inf HPl(t, °pl(Q, f),

q(Q, i)) = 0. В силу тождества H(t, p'(0, t), <?(0, /)) = 0 функция p‘ = 
= pl (0, i) удовлетворяет при 0 i < T*  уравнению

dp7^=—pl, q (0, 7)]"Д/Л(£, pl, q(0, t)) +
+ HQ(Z, p1, q(0, t))qf(O, i)]. (7)

Ниже всюду предполагается, что при некотором 0 < е < Т*
д-Н (г, р1 (0, г), <у(0, /))inf

Т* —E<f<T*
>о.

Лемма!. Вектор-функция р <=С (Пт«), q е С, (Пт«) и

Нр1 (Г, pl, q*)  = 0, Ht (Гpl, q) + (Г, pl, q) qt (0, Г) = 0,

где pl = p'(0, 7”), q*=q(O,T*).  * ° _
Непрерывность вектор-функций px, pi в Пг определяется, очевидно, 

существованием конечной производной др1 (0, Т*  — 0) / dt. Изучение не­
прерывной дифференцируемости при t — Т*  решения р1 = р'(0, t) урав­
нения (7), входящего в особую точку (Т*,  р1), опирается на лемму 2.
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Лемма 2. Функция р' = р!(0, i) удовлетворяет при 0 t < Т*  урав­
нению

* Отметим, что (& + с)2 = £ + 4Д>0в этом случае.

dp1 _ a (t — т*)  ч- Ь (р1 — р1) + /1 В. р') (gy
dt с (t _ Г) + d (р -pl) + f2(t, pl)

где функции /в <= ([0, 71*]  X/?1), dfa(T*,  р‘) /др1 = dfs(T* , р‘) /J)t = О,
постоянные а, Ъ, с однозначно определяются вектор-функцией (р, q) и 

d = d2H(T*,p l, q) / (др1)2.
Предположим, что Л = Ъс — ad=^ 0. В силу теоремы Бендиксона (6) 

р!(0, i)eCi(0, 71*],  и величина др1 (О, Т*  — Q)/dt совпадает с одним из
Р п, = [(&- с) + (-1)’+7(К+ с)2-4Д] (2d)-1, 8 = 1,2,

уравнения da2 Д- (С — Ь)а — а = 0. Поэтому Е = (Ь Д- с)2 — 4Д 0, и, 

следовательно, особая точка (Т*,  р‘) уравнения (8) есть либо седло 
(Д < 0), либо узел (Д > 0) (7). _

Теорема 2. Вектор-функция р ~ С, (Пг>).
3“. Гладкие решения задачи (1) — (5) в Пг при Т > Т*.
Для Т*  < Т Т, 1 i г, обозначим

GT[i] = {(ar, t): Т*  ■< t ^Т, 0 gg а: С 1,(1 —Т*)},
DT[i] = Пг \ Gr[г].

По произвольному вектору р= (pl, р2,...,рп) еЕ определим векторы 
Pi — (ри, Ра,.. ■ ,Ргь,) e Rhi, 1 i г, с компонентами piK = pei-i+x, где 

i
1 sg z /с,, 00 = 0, 0, — 2 &p. Аналогично на множестве П тХ Rn+™ оп- 

р—1
ределяются вектор-функции pi(x,t,p,q). Запишем систему (1) в виде

dpijdt + lidpt / дх — pi(x, t, р, q). (9)

Обозначим через 9lT, Т*  <Z Т Т, множество определенных в Пт вектор- 
функций (р, q),p^ Rn, q е Rm, таких, что _

1) Р^С(Пт), pi^Ci(GT[i\),_pi^Cl(DT[i]), l^i^r, q^C^Tlr);
2) р = p,q = qдля (x, t) <=Пт*.
Определение. Вектор-функция (p, q) ^У1Т, T*  <Z T sg T, называ- 

ется решением задачи (1) — (5) в Пг, если она удовлетворяет в Пг 
уравнениям (2), (9) (dpjdt, dpjdx на характеристике о: = Af(i — Т”) 
понимаются как соответствующие односторонние производные) и уравне­
ниям (4), (5) при Т* t Т.

Теорема 3. Пусть вектор-функция (р, q) есть решение задачи (1) — 
(5) в Пт, Т*  < Т <g Т.

Тогда либо др'(О, Т*  Д- 0)/dt = оь либо др‘(О, Т*  Д- 0)/dt — о2; если 
др'(О, Т*  + 0)/ dt= др'(О, Т’ - 0)/ dt,ro р^С, (Пт).

Теорема 4. Пусть Д <. 0.
Тогда найдется такое Т*  < т Т, что в Пт существуют два и только- 

два решения (р, д), s = 1, 2, задачи (1) —(5) и др'(О, Т*  Д- 0)/ dt = а,.
Теорема 5. Пусть А > О, Е > 0 * и b с > 0 (< 0).
Тогда найдется такое Т*  < т< Т, что
1) в Пт, существует единственное решение (р, q) задачи (1) — (5),. 

удовлетворяющее условию др'(О, Т*  Д- 0)/ dt — о, (=о2);
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_  а
2) в ПТ1 существует мощности континуума множество решений {(р,.

9)}, а е= [О, 1], задачи (1)- (5), удовлетворяющих условию dpl(Q, Т*  + 
+ 0)/ dt = ст2 (= <ц).

Научно-исследовательский радиофизический институт Поступило
Министерства высшего и среднего специального 17 VI1971
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