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В (‘) аналитическими методами были получены условия эргодич
ности для некоторых случайных блужданий в положительном квадранте 
плоскости. В связи с этим А. Н. Колмогоровым был задан * вопрос, нель
зя ли получить эти результаты чисто вероятностными методами. В на
стоящей работе дается положительный ответ на этот вопрос в сущест
венно более общей ситуации. В частности, ослабляется условие ограни
ченности скачков, однородности, марковости. Получены также условия 
транзиентности соответствующих случайных блужданий. Метод допу
скает очевидное обобщение па случай непрерывного времени и простран
ства состояний, а некоторые построения можно провести и для случая 
числа измерений, большего двух.

Основой работы является объясняемое ниже геометрически наглядное 
построение полумартингала, являющегося «почти линейной» функцией 
на множестве состояний соответствующей цепи Маркова.

1. Формулировка основного результата. Рассмотрим 
однородную цепь Маркова S с дискретным временем, множеством со
стояний которой является множество Z++ = {(i,j): i, 7^0 целые}. Бу
дем обозначать через М’’— (М*1, Муг1) вектор среднего скачка за один 
шаг из точки (г, /) с компонентами Мх': вдоль оси х и М^ вдоль оси у. 
Будет предполагаться выполненным следующее условие однородности:

= = = (7ИХ, ЛГУ), если I, j; k, I > 1; М№ = Мы = М' = 
= (Мх, Му') для i, к 1 и Ма' = МОк = М" для i, к 1. Это условие 
может, конечно, нарушаться в конечном числе точек, но удобно предполо
жить, что все состояния нашей цепи Маркова сообщаются между собой,. 
Му', Мх" =Т= 0 и скачки за один шаг равномерно ограничены.

Теорема 1. А) Если Мх > 0, Му 0, то не существует стационар
ного распределения;

В) если Мх, Му < 0, то Z эргодична **, если и только если 
MXM'V - MVM'X < 0, МУМ'Х - МхМу < 0; (1)

возвратна, если
МХМ\Г-МуМх^в, МуМх-МхМу^0, (2>

и транзиентна в остальных случаях;
С) если Мх 0, M-tJ <С 0, то Z эргодична, если и только если

МхМу- МуМх<0; (3>
возвратна, если

МхМ'у-МуМ'х^0, (4)

и транзиентна в остальных случаях;

* На секции теории вероятностей Московского математического общества.
** Ненулевые возвратные периодические цепи считаются эргодическими (задача! 

вычисления периода тривиальна).
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Д) симметричен случаю С).
Тем самым в случаях В) — Д) дается полная классификация соответ

ствующих цепей Маркова. Первый шаг доказательства — лемма о полу
мартингалах — показывает, что марковость несущественна в некотором, 
не уточняемом здесь смысле.

2. Лемма о полумартингалах. Пусть дана последователь
ность случайных величин «So, St, S2, . ■ ■ , причем с вероятностью 1 раз
ности St — Si-i равномерно ограничены по модулю и = const. Обозна
чим через t случайное время первого достижения неотрицательной полу
оси, т. е. t = 0, если S,. 0, и t — п, если Sn О, S, > 0 при i = 0, 1,...
..., га — 1.

Лемма 1.1) Если для некоторого е > О
M(Sn/ Sn_t, . . • , So) -7 i e, (5)

ТО Mt < оо.
2) Если для н екоторого е > 0

M(Sn/Sn_t,.. ■Л) Sn-i + e, (6)
то t—ooc вероя тностъю 1.

3) Если
М (Sn / Sn.. 1, • ■ • , So) = 0, (7)

то Mt = ОО.
Доказательство этих утверждений основано на стандартной ве

роятностной технике, и мы его опускаем.
3. Полумартингалы, ассоциированные с цепями 

Маркова. Пусть дана цепь Маркова со счетным множеством состояний 
А, одним существенным классом состояний и переходными вероятностя
ми ра₽. Пусть /(а) —вещественная функция на А такая, что /(а) >!с > 
> —ОО.

Следствие 1. Пусть для некоторого с4 > с множество состояний 
таких, где Ci >/(а) >; с, конечно и для любого ае/1 такого, что. 
/(а) с(, имеет место

2 W (₽Х / (а) — е (8)
₽

для некоторого е > 0.
Тогда цепь Маркова эргодична.
В несколько измененной формулировке это следствие было известно 

(2); в ряде работ такие функции / называются функциями Ляпунова (см., 
например, (3)).

Утверждения 2 и 3 леммы 1 также имеют соответствующие следствия. 
Вместо условий (6) и (7) имеют место соответственно

SW(₽) =>/(«) + е; (9)

SW(P) >/(«)• (10)

4. П ринцип локальной е-линейности. Пусть А есть под
множество эвклидова пространства Rn и /(а) индуцирована некоторой 
функцией f(x) на Rn. Обозначим через Dp~ множество {х: f(x) < с, 
х е R"} и Dc+ = {х: f (х) >; с}.

Пусть длины (в Rn) скачков за один шаг из а ограничены некоторым 
числом da. Для точки а е А с Rn обозначим через Са выпуклую оболоч
ку множества точек |3 е А, для которых ||а — 0|| da.

Если функция f линейна, то условия (8), (9) и (10) выполнены тогда 
и только тогда, когда вектор среднего скачка за один шаг, отложенный 
из а, соответственно направлен в сторону ^7(а), лежит в гиперпло
скости fix) — /(а) или направлен в сторону t
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Если конец вектора среднего скачка, отложенного из а, принадлежит 
множеству 1)Да)._5Е

inf sup |/(а) — ф (а) | <?е,
ф II а-а II

где inf берется по всем линейным функциям ф, то условие (8) выпол
няется.

Это последнее утверждение, а также аналогичное ему для случая век
тора среднего скачка, направленного в сторону 5/(а>, будем называть 
принципом е -л инейност и. Его значение заключается в том, что 
вместо выполнения условия (8) требуется выполнение геомет
рически наглядного условия трансверсальности поля век
торов среднего скачка п линий уровня функции f.

5. Построение s-линейных полу мартингалов. Мы по
кажем здесь, как склеиваются локально е-линейные куски в доказатель
стве основной теоремы при построении искомой функции /. Это склеива
ние производится в разных случаях различными способами.

Пусть сначала Мх > О, Му < 0 и выполнено условие (3). Обозначим 
через ех и еу единичные векторы, направленные соответственно по оси х 
и у. Углы между М и ех и между —М' и ех обозначим соответственно ср 
и ф'. Очевидно,

tg ф = — МУ1МХ > tg ф' = Му'I |Я/|, ф > ф'. (11)
Проведем параллельные прямые, пересекающиеся с осью х под углом 

ф, ф > ф > ф' (т. е. чуть повернутые прямые, параллельные вектору 
М). Рассмотрим линейную функцию /4,, линиями уровня которой являют
ся эти параллельные прямые. Из (11) очевидно, что М и М' направлены 
в сторону D Гф (будем считать, что >;0 с точностью до аддитивной 
константы на Z++). Если кроме того и вектор М" направлен в сторону 
D^, то доказательство закончено. В общем случае построение усложня
ется. Рассмотрим окружность О достаточно большого радиуса 1 / б с цент
ром в нижней полуплоскости и пересекающуюся с положительной полу
осью у под углом ф" — б, где ф" — угол между М" и еу (направление 
на окружности будем считать по часовой стрелке).

Для данной точки (0, у) е R++2 рассмотрим кривую ly^R++2. Она 
состоит из куска сдвинутой в направлении еу окружности О, пересекаю
щегося с осью у под углом ф" — б, до точки гу, где гу — точка, в которой 
касательная к этой окружности направлена под углом ф к ех. Далее, 1У 
образована отрезком прямой, параллельной этой касательной от точки гу 
до пересечения с положительной полуосью х. Ясно, что начиная с неко
торого у > 0, такая точка г,, существует.

Определим функцию /(г) = у при г ^ly<^R++2. Из построения ясно, 
что принцип локальной е-линейности выполняется. Поэтому случайное 
блуждание в данном случае эргодично.

При МХМУ — МУМХ >■ 0 линии уровня оказываются выпуклыми 
в противоположную сторону. В случае МХМУ — МУМХ = 0 система пря
мых выбирается строго параллельной вектору М{М'). При доказательстве 
возвратности система окружностей такая же, как в первом случае, а при 
доказательстве отсутствия эргодичности — такая же, как во втором.

При доказательстве транзиентности в случае В) ограниченность сни
зу функции f не обязательна. В остальном доказательства проводятся 
вполне аналогично.
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им. М. В. Ломоносова 3 VI1971
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