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В л-мернон эвклидовом пространстве R” рассмотрим область ГК на
границе гЮ которой заданы два ненересекающиVH множество В„ и В , .
Пусть Г есть семейство всевозможных кривых , лежащих к области D
и соединяющих Вл с Вл , Следуя ( ‘). определяй модуль семейства Г как
величину

М (Г) = inf \ [p (*)]" rfr. 1П
я"

гле inf берется по всем допустимым дли семейства Г метрикам p (i) . т. е.
тю всем неотрицательным, измеримым в смысле Ьорелл. функциям п ( т )
таким, что для любой спрямляемой кривой у е Г имеет место неравен ¬

ство
J p i y> l. (2)
Т

I! общем случае требование спрямляемости кривой у в определен гш
допустимой метрики отсутствует и птттегрял в условии ( 2 ) понимается
как интеграл по одномерной мере Хаугдорфа. Однако мы используем то,
что .1/ ( Г ) — . 1/ (Г). если Г есть некоторое подсемейство семейства Г, от
лпчяющееея от него на исключительное семейство , т. е . па семейство при
niii х .модуля нуль, а также то, что семейство всех ш -еиря .м i немых кривых
является исключительным (cxi. (' ) ) .

Те о р ем а. Модуль семейства Г нс изменится , пели i n f в ( 1 ) брать
только но непрерывным в D допустимым для Г метрикам ,

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть X & D. Обозначим через г ( х ) расстояние
от точки х до границы области I ) и рассмотрим функцию г,( л- ) -— ег (.г ).
О < £ < 1. Функция ra (x) непрерывна в области О п удовлетворяет в D
условию Липшица с константой в. Отсюда следует, что она почти всюду
в Г) дифференцируема и в точках дифференцируемости имеет место
оценка

|grad гу (х) | ^ е, (3>
Рассмотрим теперь гомеоморфизм области D на себя, при котором

точка х ^ D переходит в точку % = х + п ( х ) у (= О, где у е л /7й, [' у\ — I ,—некоторый фиксированный вектор. Множество меры нуль переходит при
атом отображении во множество меры нуль, и почти всюду в D существует
якобиан этого отображения, для которого справедлива оценка

Г ( х ) = J + ( у ,grad г* (;г) ) ^ i + е, ( Я
В случае, если М ( Г) = оо, утверждение теоремы очевидно. Пусть .1/ ( Г) <Г
С то. Тогда для произвольно заданного 0 < ? < 1 найдется допустимая
метрика р (г) такая, что

J (р{*)Г^< (1 + в) Л/ (Г). (б>



Рассмотрим метрику

Р (*> :

t;
j j p ( x H - rc {x ) y ) dV ,, при x CE D ,

( Г>)
n lipIT ;rG /J ,

где В обозначает n-мерный шар единичного радиуса, а т ( В„) есть его
объем. Функция р(х) непрерывна и области D п является допустимой
метрикой для семейства Г.

Действительно, пусть уе Г — некоторая спрямляемая кривая. Тогда
ее образ у* при отобран;опии s (i) = х -|- г„(х) у тоже Судет спрямляемой
кривой из Г. причем между элементами длин этих кривых имеет место
соотношение dy* ^ ( 1 + 8) dy. Учитывая, что р (х ) допустима для Г,
имеем

v >

Применяя теперь неравенство Гельдера, теорему Фуопнп и пользуясь
отмеченными свойствами отображения г (х) , получим

я
[ [р (*)Г dVs - [ [ р (*)Р dVx - { Г [ р [ z (*)> dV , " dVx <

Ъ ["* < /уГь _ дп1/
^ J

\ jlmW]"-1 j [p (* (*))r Ĵdr, =

Щг j { [ И«)Г7Ш) М ( Г ).
Таким образом, по заданному е > 0 мы построили допустимую для Г

метрику, которая непрерывна в области О и для которой

Г Ц> (*)'Г <(1 + О (е)) Л/ (Г).
в»

Теорема тем самым доказана.
Используя полученный результат и повторяя аналогичные рассужде¬

ния я ( г ) , получаем
С л е д с т в и е. Если C ( D\ Bn. Bv ) есть конформная емкость области D

относительно Вй с д дО и /з1, cz ВТ),то
М ( Г ) =С {0, Ва,В,).
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