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1 , Известная теорема И. М. Гельфанда и Г. Е. Шилина (’ ) описывает
класс единственности решения задачи Коши для любой системы линейных
уравнений в частных производных вида

d a ( x j ) / d i= F,( D ) U ( x J ) 1 х <= /Г, *е f 0, Г]; (1)

Р { р ) — матрица , элементами которой являются ?>;8=><K относительно
д ! г)хи , , , f д / дхт с постоянными коэффициентами; он состоит из функций,
удовлетворяющих при каком-либо а > 0 оценке

|» (*. 0|<Cexp {e|*|
p*}, I :' ра 4- 1/Ро = 1 ; ( 2^р. — нривсданный порядок системы (1 ) , Впоследствии более тонкие клас ¬

сы единственности решения той же задачи были получены Г. 11. Золота ¬

ревым (s ) и И . II. Чаусом ( я ) .
Если правая часть системы (1), кроме операторов дифференцирования,

содержит операторы сдвига но пространственному аргументу г, то, как
показали Л.И. Камынин ({* ) и др.) и В.Л. Гуревич Р ) , класс единствен -
пост ]! решения задачи Коши сужается: в этом случае он состоит из функ ¬

ций , удовлетворяющих при некотором а\ 2> 0 оценке
||й ( дг, t)|| ^ Ссхр {а||гЦ in |ii||}. (3)

Целью данной статьи является исследование, как влияет на классы
единственности решения задачи Коши наличие и правой части уравнения
вида (1) различных линейных преобразований пространствешипи аргу ¬

мента х. При этом оказывается, что наличие лишь ортогональных преоб ¬

разований ( без сдвигов ) не меняет класса единственности ( 2), я наличие
ортогональных преобразовании и сдвигов не меняет класса (3) . Если же
пространственпый аргумент .г подвергается неортогонадыюму преобразо¬

ванию. то, при некоторых дополнительных предположениях об этом пре-*

образовании, происходит дальнейшее сужение класса единственности.
В зависимости от вида ( 1 ) он состоит из функций, удовлетворяющих при
больших значениях Иг II и некотором я > 0 (соответственно & >- ()) , либо
оценке |я (г, f ) | ^ £7 exp {a In1||г||}, либо оценке |и (х, г )|^^ С exp {bln llxll jnln Ы ) , Существенное расширение этих классов не¬

возможно, как показывают приведенные в и. 3 примеры ,

2. Рассмотрим следующую задачу Коши:
я

д и ( х , t )/ d t - 2 ЬГРГ ( J J ) и (х, t ) = L u (г, f ); (4)

и (D, 0) = 0. (5)

-Здесь х — (х хт ) 591; (е [0. Г]; P, ( D ) — /дл —<*)
I

= { !с ftm ) - ыультипнцскс, | fr| = k t -f- . . . -J- k„; D = D A . . .
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D -- д ; д х \ .1 , ,ч - [поиплекп1ио) постоянные ; операторы L , действуют
следующим обрядом:

Lrg'(i) — g ( ATi + (0>
где Л , — поособая матрица ( m X ш), пг 5 Пт.

Копрой о «лассе единственности решения задачи Копит .тая уоавкенчп
( 41 отп вопрос о гом, какова должна быть функция f ( r ) 0, чтобы
веяное решение tf (х, t) задачи ( 4 ) . ( 5) . удовлетворяющее оценке

I (= fO. Т], ( 7 )

тождественно ряииялогь нулю.
Т е о р е м а ! . Пу сть S ( fi ) к ,. - 0, Л . ортогональная матрица (г- 1 Я ) ,
Тогда ладана (4) , (5) имеет лишь тривиальное решение в классе функ¬

ций (7) , если f ( r ) = г :' Ч. ( г] , 1 / р + \ f рг = ]
т Г (с) — медленно растущая

функция * такая, что

С г"1 [Мг)11-Р dr — ы .
T e b p e i i a %' - Пусть в (б ) Л — ортогональные матрицы { г - 1 Н '\

и и H>C llpt ! **.
l^ rC^U

Тогда ладача ( 4) , (а ) имеет лишь тривиальное решение е классе Фун к
t j tiii (7 ) . если /(г) — яг In ( г 4- I } . и С Т / р.

Отметим, что г случае, когда ураннеттг (4 ) имеет пил ( П . т . с . Tl 1 ,

\ i — Т. ( едчнидная матрппя ^ , результат теоремы I бы .ч получен в П -
Пслц же Л — Е. г — I ft. то результат теоремы 2 совпадает с резуль¬

татами, полученными в (: ) (см. также Г } ) ,

Т е о р е м а Т Пу сть выполнены следующие условии:
\ ) матрицы Л г - - f t . . . . ft , , ft , sj ft, таковы. что

й. mav ||Л-i||< 1 ,
1<Г!?П ,

еде пой нормой матрицы нанимается ее операторная норма в эвклидовом
пространстве:

2 ) матрицы г — /? , - !- I Я , являются ортогональными;
3) полиномы Р ( Z?) в ( 4 ) имеют вид

P r ( D ) = 2 Arik k\ r = l t . . , t f t,
ft)ы-с 1 1 f «p

причем £„ >- 0.
Тогда яадачи (4) , ( о ) имеет лишь тривиальное решение в классе функ ¬

ций (7 ) . если f { r ) — aln* [г + I ) лрг; я С А„|1л Х \ / (21п!Л) , где Л —
= max ИЛгП-

Т с и |) @ и а 4. Пусть матрицы. Л , г — [ Я , удовлетворяют условию
I I Л . I -̂ \ и пусть ,\ — m a x \\,\\ .

Тогда ладачо ( 1 ) , (о) имеет лишь тривиальное решение в классе функ¬

ций ( 7) , если

/И
я Ггт г In In г ,

0 t

г> с,
г < с.

при а С. 1 1п Л,

* См. {«) , стр, 48; при р = 2 от Цг) дополнительно требуется, чтобы фульдом
Г1/ ,'; ) был0 сильным у те ч Iкч г гп л м порядном; см . ТАМ же , етр. 1)0,

** Здесь и в дальнейшем || — M2:;84>20 4;8=0 воьтпра.
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Доказательства теорем t i могут Пыть проведены операторным ме
годом пп основе принципа Гольмгренп ( ГК тл . 2, $§ 2, 3 ) или по схеме,
предложенной в Г ) , и основаны на оценках степенен оператора I,' , имею¬
щего вид

п
L’ «г (*) = 2 P*

r ) L*rV ( x ) ,
r=t

где /, г *ф(х ) = ф ( Лг-' (х) — и . ) ) , P ,* ( D) — формально сопряженное к
/\ ( D ) дифференциальное выражение.

3, Приведем примеры, показывающие, что результаты теорем 1 — 4,
вообще говора , не могут быть существенно усилены.

Рассмотрим уравнение
ди { х, г ) / dt = а да ( х, t ) / Эх + Ь du( <tx, 1 ) / 0х, (8)

— оо < х <С оо , 0 sK i s.; Г;

а и Ь ф 0 — произвольные комплексные числа, |а | > 1 .
Для уравиенпя (8) выполнены условия теоремы 3: Л , = «, А*= 1,

А. — |aj _ 1 < 1, fen = 1, Л — |п|. Согласно теореме 3, задача Кошп для
уравнения (8 ) имеет единственное решение в классе функций, удовлетво¬

ряющих оценке
|н (х, 0| < С нхр {с In" ( 1 + [ х|) Ь (9)

если с < 1 / (2 1и |а | ) .
Покажем , что в классе функции (9) при с= сп >- 1 / (21л [а | ) задача

(8 ) , ( 6 ) имеет решение н (х, t ) Ф 0. Действительно, таким решенном яв¬

ляется функция

« (X, 0 = 2
k-Hl

если С(" > (0) = О, к = 0, 1, . . .
Пусть C ( t ) ф О удовлетворяет условию ( 10) и |С(* ' (0 I ^ кь'\ уГ> 1,

О t ^ Т , Поскольку при некоторых В > П и р > О

с (о X
А'— 1

А-? 11 («г | bt
i— n

«') ) I (Ю)

то

П (я - buJ)
;=Ч1

> грЧ « РЛ *.
2С

I " (*, OK-g- 2
£=о

^ | х |*
Аг! р*|о Г' * ‘ (И )

Из неравенства Ixl 11 ^ exp {fcln ( |х| 4- 1)} sjexp {1/^ ( Аг / (2сп) +
-Г 2е„hr ( jx| + 1) ) } и из ( 11 ) получаем

I и (*> о I <\г ехР (c<i nr (1 |х [ >} 2к— О

**т <?*р lir -4~ 1,1м !
A! [»*

Ряд в правой части сходится, так как 1п |а| > 1 / (2с <, ) .
Рассмотрим теперь уравнение

f?u (xr t ) ( dt = и (ах, £ ) , а > 1т — м < i < «, 0 ^ t Т. ( 12)
Пусть функция иДх, 0 ^0 определена нрн ( 5 [О, У] , х & [ I , а],

бесконечно дифференцируема по t , непрерывна но х и такая, что

ц« (а , t ) = дщ ( 1 т t ) j d t , 5"tt* (x, U) / dtk = О, А = 0, 1, . . .
Всем этим условиям удовлетворяет, например, функция a , fx, ? ) =
= (х- а ) (х- l ) C( f ) , где C ( t ) Ф 0, (0) = 0, А* = 0, 1, .„
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Тогда решением задачи (12) , (5) является функции
0. *<0,

и ( :х, / ) = ' S V- iV и’ {""х' тЦ
ft

#n«i, f -4- . I ) I д*п > хЕ «п+,) >

и = 0,1,...

(13)

Пусть С — (1 4- 2е ) / In a, е > 0, Функцию и ,,( х, f ) выберем так. чтобы
|й*ц»(дг, t ) j d lk j к1' - ,*ч. к — 0, 1 t t= [0, 7 ] , *s[ l, «], Тогда на
(13) получаем, что прп хе [а*, а*"1 ) |и (х, t ) ] ^ fc+ +,>.

( Отсюда при х ^ в
И (J,

r 0 I «бехр (1 + е ) In 1 ~|< 0’, ел- р (С 1ц х 1 n In а?}.
Этот пример докалывает, что если в определении функции } ( г ) в теореме <
постипину10 и С I 1п А заменить постоянпои с > 1 /1н А, то результат
теоремы может оказаться неверным.

Отметим в заключение, что результаты теорем 1 и 2 также нельзя су¬

щественно улучшить, что хорошо известно для случая, когда нее матрицы
Лг ( г= 1, , 2?) являются единичными.

Харьковский государственный университет Поступило
им. А , М. Горького 11 III 1971
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