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Рассматриваете» краевая задача для гиперболического уравнения
с J ранпчныип условиями, имеющими разрыв, аналогичная =7?3AB8>9
задаче Зарембы для эллиптического уравнения. Особенность задачи в B><,
что одно из грани чммх условии является нелинейным. Устанавливают¬

ся теоремы суШестноиаиля и единственности отон задачи.
Пусть К а. Г область с границей Г, удовлетворяющей условию

конуса ( ь ) .
Допустим , что граница I представлена в виде Г — PjU 'Ci, причем

Г , f ] Г. — ф, It цилиндре Q — [О, Т ] X G , 0с Т < во, с боковой поверх¬

ностью S = Ь\ и А’ (А’ = [О, Г] X Г;, ( — 1, 2) рассматривается крае¬

вая задача:
&(и) = и" + Цх , D ) u — : fe ( f, ж ) ; ( f )

и (0, г) — и' (0, х ) — 0Т ii|El = 0; (2)

% s = еТ м <" + N < u I*) + 1 < * n *'e IV (3)

Здесь L ( x. D ) u — — Dt { a' }( x ) D ) ( a:> = a-' ) — положительно опрсдслеп-
jn .iii o.'iaiiiiTH'iccEfnii оператор и области G ; D ~ U . n.r. , u' = du ; df \
;V ( H ) — непрерывные неубывающие фушщин, причем .У (а )н J? 0 при
|!i * — ooL Б условии (3) du дт есть дифференцирование IEO :>?8@<0;8,

U

Положим m ( uj 3/ ( u ) u J 3/ {*) сД. Нетрудно видеть, что —( i

т- ! ос при |гг J — * ли ; болев того,
m(a ) / M (n) + oo. (4 )

Опр е д е л е н и е1. Ж — {ц (?,я): n ^ Hl { Q ) , < m ( u ) , ] ).. > м ,«Т — f ) A ( u ) , и> > oo}, где H - (г ^ 11' ) — пространство Соболева ,
< , - > .^ — интеграл по S&

За меч а к н е . Если a ( t, х ) <= Ж удовлетворяет уравнению ( 1 ) . го
Т ; H ~ l ( G ) ) так, что отображение и’ \ {0, Т\ П ~' [ G\ непре¬

рывно, т. ft , »'(*, л ) имеет след н-ДО, х ) при t = 0. Точно так же пт (1)
вытекает , что L (x В )ие L , { G \ И~' { 0, Г ) ) , откуда лелусг (см., напри¬

мер, ( J ) ] , что ди I Оч ^ Т ) ), Таким (норазом, условия j3)
определены п смысле теории распределеили, сосредоточенных на иоверх-
ностл St.

Допустим вначале, что фуЕппши .l / ( w ) дифференцируема.
Те о р ем а 1. Пусть Щи ) f= 6ri (R1 ). /i f f. х ) es / (Е*' ) <= £.=Ш-ТогНа существует функция и ( t. х ) е Ж , являющаяся решением зада¬

чи ; ] ) — ( ! ! I , П /ш . /там дополнительно

5Ш



До к а з а т ь ль с т и о. Обозначим через // L (С?, St ) замыкание в мет¬

рике (Vii. Vii)y гладких функции, фппнтйых ттри t -̂ T п вблизи по¬

верхногти S,. Пусть v }( i , я), j = 1, 2 полная система п Hl (Q, £1).
Прий-чиженное решение и* ((, т ) задачи ( 1) - (У ) ищем п виде

u,( t , x ) = Q ( t )e-* * { T ~ tfr > fK (t ,i) ,
где Д (( г г ) — с,и, (Д х ) + . . .+ а:) ; у > 0 — вспомогательный пара¬

метр. б ( £ ) — функция Хевисайда.
Неизвестные постоянные с,, . , , , сл огределяЮтся на системы момент-

ньгх уравнений
< 91(к*), Vf > S — <i4, (ai l ( x ) DjUk , D^Q -f

1 <4 £
- -UWk ) 4" {J* *) -t - / (^T # }> v > / f

^
* r ~ ^ ( ’4

J] e м м а. Имеет место неравенство
\91 (wt )r ( 7 0 (тл* | yu*) (/ a.|> ((’’fiJt . ^ \4/

( 7' — /) 4* O ( *̂)f i)s: f i{T — О Л (u*)f и* .' *! — (®)

$de <iii > 0, о постоянная К зависит от и h ( L x ) .
Д n ц а л а т е ль с т в о . Интегрируя тто частям п используя элементар¬

ные неравенства, имеем лрн 1 — 2\Т > 0 поравенство

(Т — t ) (щ -f \uk ) )Q > Oj ( Vttb VuA)c — Cut, uk>Q 4*

+<4/' (u*) uh, (T — f ) «t>s, - j- <m l)e,4- <Л (uft ) , ( У — г ) ufe>Sl —
— f <Л (Г — £) {u* + yu*))st | — Яц ( 7 )

тде я, 7> {), Л) > 0.
Поскольку оператор сужения ujH' { Q ) - Аг (£г) непрерывен (н,

что необходимо в дальнейшем, вполне непрерывен) , то

I < /, ( г - о (I*;- yut)>SlкА'г < |л 1ги«* ( >$,^<** «/. />£ -f </ ' ,

где A' , > I) — постоянная, зависящая, очевидно, от /.
Учитывай II[>JJ ученное неравенство, in ( 7 ) получаем искомое неравен -

стаи ( f j) . Лемма доказана.
Доказанная лемма обеснечппаст разрешимость нелинейной системы

(5) (см ., ii:iпример. ( V ) н др.) . Кроме того, справедлива, очевидно,
оценка

?u*, V o * ' g -I- <Л/ ' (к * ) ukt (f — f) ui)Sl 4- l>Bl 4’
+< N (uk ), (T - f) ?**>*,<К s (h , f ) . (8)

11j этой (щенки вытекает, что последовательность {нл (7, .г ) } слабо схо¬

дится в Hl {Q ) (вообще говоря, после выбора подпоследоватглЕ.ностп).
Покажем, что иредельная функция н( £, J ) является искомым реше¬

нном задачи ( [ ) — (3) . Очевидно, можно считать, что щ ( Г , .г ) - и (б г )
почти всюду на S .. так что и (б г) <= Ж \ кроме того, в (0, л) = О,
Ti| К: — fJ-

Исполъзуя неравенство ( 4 ) и теорему Валле — Пуссена (") , получаем
что при к -ъ- os из (б) вытекает соотношение

<Я(в), 17,),= <А, HJX
л, как следствие, тождество

<Я ( ti>, и>ч= <Л, нХ Vv (t> х ) ^ iP ( Qt St ) , (9)



Ош i означает , что u { t , x ) есть решение уравнения (1) , причем оиравед-
пит граничное условие (3) , Осталось доказать, что и'(0, JC) — О, Для
этого заметим, что если Та — {и при f 0; О при t -< 0) , то уравне¬

ние (!) эквивалентно уравнен ню

Я ((ы) = h{ t , х ) + а' (0, г} ® в (1) , (К)}
пои и (0, х ) — 0.

С другой стороны, поскольку при f = 0 значения функции ие
/ги?, 5| ) цроизвольны, равенетш> (П ) означает, что

$t(fa} = h ( f , х ).
!@5H8;8лл последнее равенство с (10) , выводим, что Ltr f0, г ) — 0. Тео¬
рема 1 доказана.

З а м е ч а н и е, Очевидно, вместо ( 1) можно рассмотреть нелинейное
ураегспнс вида

и" -f- L ( x , D ) a + o{ii ) u' + if (и) = Л (!т я ) , ( 1/ )

где а («) ^ U, Ь (о ) — неубывающая непрерывная функция; Ь {п )а Д? 0
при |и \ • со.

Рассуждения при доказательстве сущеетновация решения задачи (!') ,
(3) , (3) те же самые.

Из теоремы I вытекает более общая
Т е о р е м а 2. Пусть функция М [и) eEC'- ( lt ' ) u дифференцируема при

достаточно больших .-точениях j о |.
Тогда для любой функции h ( t, х ) ^ L S ( Q ) и функции. / ((, х’ ) такой,

что f ( /, xr ) ^ Li ( S-i ) задача (!) (3) разрешима в классе Ш.
Д о к а з а т е л ь с т в о, Пусть Д/е{ гг) •= С 1 (R1 ) — последовательность

функция такая, что при t -т- 0 Л£в (и ) М ( и ) , прячем Aft{и ) .tf (ii)
при |ц| I , Пусть .с ) — реЕнмт1 задачи ( I ) — (3), где Af( Zi) заме¬

нена па Мг ( о ). Дли решений u r ( f , аг) справедлива оценка (8) , откуда
следует, что семейство (пР ( / , .5) } компактно в 5$.

Предельная функция есп . решение исходной задачи. Теорема 2 дока¬

зана .
З а м е ч а н и е . В ряде важных случаев (ограниченные функция,

функция степенного роста и т. п. ) условие J'U (E) е С 1 при |» [ *£-1излишне ( ер, (*) ).
Обратимся теперь к вопросу единственности решения.
Т е о р е м а 3, Пусть Еф, х ) е= Ж , :г} (=; Ш — два решений зада¬

чи (1} — (Л ) . Допустим., что выполнено одно ил условий:
а ) N ( v) = 0. '

б) для всех а\ и и* из области значений ы± ( i, д:) и нг((, JC) справедливы
неравенства

[Л/ Н1 ) — М (пг) ] / ( t t t — Иг ) Д - а? > О,
* [Af ( tti ) ~ АГ(Цй ) ] / (Ы < Н :: ) со.

Тогда и , ( /, ar) = iii(f, х ) ,
Д о к а з а т в л вс т во , Положим и' ( f , г ) su и,( t, г) — г ) , v (0, х ) — 0.

Для функции гф, л) имеем

у" -J- £ (я, £> ) и — 0. ц{0, г) = г/ (0, х ) = ufg| = 0; (1!)

I

дт;дч к- м (у,|й)- Л/ (и* Is,) + j|JV (Ui |sj- -V («$8$
0

I
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откуда для любого i = [О, Т\ получаем неравенство
а0 (Vv (т, х), VI> (T, x ) )a + <dv/ &v , dv,dt )s^О ,

где «о > О, .SV = [О, X Гг ,
( dv/d\\dv/dty t = <Д/ (Uj) — М (us), dvivt 'ssit

-r

+ <J i v (Mi) — -V ( M2) J dri , dvldiy ,
0 ^

В силу условий а ) илп 6) <£u / 3vt (Эи / 0, если только t ^Следовательно, « L ( /, E ) = юг( £, г) при 0^ ^ atA^
~ l . Повторяя ято

рассуждение, получаем , что го ( £, х ) = цг ( £, х ) прп О <С £ Г. Теорема
доказана.
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