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О ПОКРЫТИИ МНОГОГРАННИКОВ ГОМОТЕТАМИ

(Представлено академиком П. С. Александровым 18 VI 1971)

Пусть К — ограниченное выпуклое тело и-мерного эвклидова простран
ства Еп. Через b (К) обозначим минимальное число гомотетов (’), т. е. тел, 
гомотетичных телу К с положительными коэффициентами гомотетии, мень
шими единицы, покрывающих все тело К. Г. Хадвигером (*), а также 
И. Ц. Гохбергом и А. С. Маркусом (2) была высказана следующая гипотеза: 
для любого ограниченного выпуклого тела КаЕ справедливы неравенст
ва п + 1 2", причем равенство Ь(К) = 2п имеет место лишь в
случае, если К — параллелепипед. Для п = 2 справедливость этого утверж
дения установлена в (2, 5, 9). Усилия, приложенные для проверки этой ги
потезы при п 3, привели к постановке родственных задач и к ряду ча
стичных результатов (см. (3~8, 10_i4)).

Цель настоящей заметки — доказать следующие два результата, относя
щиеся к тому же направлению.

Теорема 1. Если многогранник Мп cz Еп обладает тем свойством, что 
каждая его грань любой размерности является центрально-симметричным 
множеством, то справедливы неравенства

п + 1 Ь(Мп) С 2n, (1)

причем равенство Ь(Мп) — 2" имеет место лишь в случае, когда Мп — па
раллелепипед.

Теорема 2. Если центрально-симметричный многогранник М3 cz Е3 
обладает тем свойством, что никакая его двумерная грань не может быть 
покрыта одним гомотетом, то справедливы неравенства

4 С Ь(М3) кС 23,

причем равенство Ь(М3) = 23 имеет место лишь в случае, когда М3— па
раллелепипед.

Перейдем к описанию основных идей доказательства. Через bd К и intA 
обозначим соответственно границу и внутренность тела К cz Еп. Точка 
х е bd К называется освещенной (извне) некоторым направле- 
н нем I пространства Еп, если луч направления I, исходящий из точки х, 
проходит через некоторую точку у е intA. Множество Acz bdA называет
ся о с в е щ е н н ы м направлениями 12, . . ., lt, если любая точка мно
жества N освещена хотя бы одним из этих направлений. Пусть с (А) — ми
нимальное число направлений в А", освещающих всю границу bd А тела А. 
В. Г. Болтянский показал (3) что Ъ(К)= с(К) для любого ограниченного 
тела А ст Еп. В связи с этим наши дальнейшие построения в основном бу
дут описаны в терминах освещения. Например, теорема 2 означает, что 
если никакая грань центрально-симметрического многогранника М3 с: Е3 
не освещается одним направлением, то с (Л/3) 23. Любопытно отметить,
по интуитивным соображениям, что наличие граней, освещаемых одним на
правлением, лишь может не увеличить число с (М3), так что теорема 2 
«почти» устанавливает неравенство с(М3) 23 для любого центрально-
симметричного многогранника М3 cz А3. Однако получить полное доказа
тельство этого факта автору пока не удалось.
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Доказательство теоремы 1 проведем методом индукции по чис
лу п — dim Еп. Случай п — 1 тривиален. Предположим, что теорема 1 вер
на для пространств размерности, меньшей п, п докажем ее для пространст
ва Еп. Пусть а — некоторое ребро многогранника Мп с Еп, а I — направле
ние в Еп, параллельное ребру а.

Обозначим через Na объединение всех лучей, имеющих направление I и 
начинающихся в точках множества Мп. Тогда Na представляет собой не
ограниченный многогранник в Еп, вписанный конус (13) которого есть луч, 
имеющий направление Z, причем Na является почти коническим (13) вы
пуклым телом в' Еп. Аналогично, меняя направление I на противоположное 
ему направление I', построим неограниченный многогранник Na' в Еп. Про
екция каждого из многогранников Na, Na' вдоль направления ребра а на 
гиперплоскость Еп~1, не параллельную а, совпадает с проекцией многогран
ника Мп, т. е. представляет многогранник Мп~^ а Еп~1, который так же, как 
и Мп, обладает свойством, что все его грани центрально-симметричны. Сле
довательно, по предположению индукции, c(Mn~l) 2n_1. Из результатов 
работы (13) теперь непосредственно следует, что c(Na) = c(Na') = 
— с(Мп~1) < 2”-1.

Далее, так как, очевидно, Na f) Na' = Мп, bd Na f) bd Na' = bd Mn, причем 
каждая вершина многогранника Мп является вершиной одного и только 
одного многогранника Na, Na', то с(М") c(Na) + с (А/) 2".

Соотношение с(М")^ п— 1 установлено в (2). Таким образом, нера
венства (1) доказаны.

Далее, из проведенного рассуждения видно, что равенство с(7Иге)=2” 
может иметь место только в том случае, если проекция многогранника 
Мп а Еп вдоль любого его ребра есть (п— 1)-мерный параллелепипед. 
Легко показать, что этим свойством обладают только га-мерные параллеле
пипеды. Этим и завершается доказательство теоремы 1.

Доказательство теоремы 2. Предварительно введем некоторые 
понятия. Многогранник KczEn мы будем называть редуцирован- 
н ым, если он обладает следующими свойствами:

1°. Никакая (га—1)-мерная грань не освещается одним направле
нием.

2°. Для любой прямой I cz Еп либо существует опорная прямая р много
гранника К (т. е. р П bd К ф, р fl int. .К = ф), параллельная I и имеющая 
с bd К единственную общую точку, либо же К представляет призму, обра
зующие которой параллельны I.

Пусть теперь К — многогранник, удовлетворяющий условию 1°, но не 
удовлетворяющий условию 2°. Тогда существует такая прямая I с: Еп, что 
всякая опорная прямая р многогранника К, параллельная I, имеет с bdA 
общий отрезок. Обозначим через т минимум длин отрезков, высекаемых из 
bd К опорными прямыми многогранника К, параллельными Z. Далее, произ
ведем параллельный перенос т многогранника К параллельно прямой Z 
(в любом направлении) на расстояние т. Так как К не является призмой с 
образующими, параллельными Z, то К* = К Q т(К) есть снова га-мерный 
многогранник, причем ясно, что с (А*) с (А). Заметим, что К* снова удов
летворяет условию 1°, причем у К* не больше (га — 1)-мерных граней, чем 
у К, а число ребер у К* м е н ь ш е, чем у К.

Так как число граней и ребер у любого многогранника Кс Е- конечно, 
то повторное применение описанного приема приведет нас после конечного 
числа шагов к редуцированному многограннику Кг, причем с (К) с(Кг). 
Отсюда ясно, что теорему 2 достаточно доказать для редуцированных мно
гогранников.

Лемма 1. Пусть Кг — редуцированный центрально-симметричный 
многогранник в Е\

Тогда для любой его грани F найдется такая грань F', которая имеет не
пустое пересечение как с гранью F, так и с симметричной ей относительно 
центра многогранника Кг гранью F.
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Доказательство. Основой доказательства является установление- 
следующего факта: для любой двумерной грани F многогранника Кг най
дутся такие три опорные плоскости Hi, Н2, Н3 многогранника К,, что полу
пространства, определяемые ими и не содержащие Кг, имеют пустое пере
сечение и при этом ф, j = 1, 2, 3. Отмеченный факт легко перено
сится с заменой числа 3 числом п на любую (ге — 1)-мерную грань F про
извольного редуцированного многогранника Кг cz Еп.

Пусть F — некоторая грань редуцированного многогранника Кт cz С. 
Окружением грани F называется множество всех (замкнутых) граней 
многогранника Кг, имеющих с F непустое пересечение. С помощью лем
мы 1 доказывается

Лемма 2. Любой редуцированный многогранник Кт а Е3 обладает сле
дующим свойством: либо имеются две симметричные вершины, окружения 
которых содержат все вершины многогранника, либо имеются две симмет
ричные грани, окружения которых содержат все грани многогранника.

Лемма 3. Для любого отличного от параллелепипеда редуцированного 
многогранника Кг пространства Е3 справедливы неравенства

4 кС с(Кг) sC 6.

Доказательство основано на следующих соображениях. Обозна
чим через Р2 двумерное проективное пространство, точками и прямыми ко
торого являются прямые и плоскости пространства Е3, проходящие через 
центр симметрии многогранника Кг. Далее, пусть с'(К,.)—минимальное 
число прямых пространства Е3, обладающих тем свойством, что для любой 
точки х е bd Кт существует проходящая через х прямая, параллельная не
которому из них и пересекающаяся с intXr. Ясно, что c(Kr) 2с'(Кг): 
достаточно для каждой из выбранных прямых взять два противоположных 
направления, параллельных этой прямой.

Рассмотрим теперь двойственный для Кг многогранник Krd. На плоско
сти Р2 этот многогранник Krd реализует некоторое разбиение Jif/, состоя
щее из выпуклых (в проективном смысле (’)) многоугольников, соответст
вующих парам симметричных одна другой граней многогранника Krd. Для 
любых различных многоугольников Mi, М2 е Жrd пересечение М3 М2 либо 
пусто, либо состоит из вершин (узлов) и целых ребер. Из соображений 
двойственности числу с'(Кг) соответствует равное ему число та
ких прямых на плоскости Р2, что для любого М cz Ж d найдется среди них 
прямая, не пересекающая М. Теперь на основе леммы 3 получаем, что ЖД 
либо содержит многоугольник, к границе которого примыкают все осталь
ные элементы разбиения Ж d (случай существования двух симметричных 
вершин, окружения которых содержат все вершины многогранника Кг), 
либо содержит такой узел, что примыкающие к нему многоугольники со
держат все остальные вершины разбиения Ж (случай существования двух 
симметричных граней, окружения которых содержат все вершины много
гранника Кг). Простые комбинаторные рассмотрения показывают, что если 
Кг не является параллелепипедом, то, как и в первом, так и во втором слу
чае, число сг'(Жт‘1) в точности равно 3. Для завершения доказательства 
леммы 3 остается заметить, что с(Кг) 4, см. (2).

Из лемм 2, 3 и теоремы 1 следует теорема 2.
Замечание. В связи с изложенными проективными рассмотрениями 

естественно возникает следующая задача. Пусть Рп — действительное 
и-мерное проективное пространство, а Ж = {М} — конечная совокупность, 
выпуклых (в проективном смысле) многогранников, образующих так на
зываемое нормальное разбиение (т. е. |J М = Рп ъ пересечение любых 

М<=Ж
двух различных многогранников Мл, Мг е Ж либо пусто, либо состоит из 
целых граней этих многогранников, вообще говоря, различных размерно
стей) . В пространстве Рп ищется минимальное число h (Ж) гиперплоскостей. 
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обладающих тем свойством, что для любого М существует среди этих 
гиперплоскостей такая, которая не пересекает М.

Гипотеза. Число h(Ж) удовлетворяет неравенствам

n + i^h^) 2”,

причем к(Ж) = 2п тогда и только тогда, когда Ж состоит из п-j- 1 экзем
пляров п-мерного симплекса.

(Неравенство п-\- 1 устанавливается без труда.) Подтвержде
ние этой гипотезы для и 2, очевидно, даст существенную информацию в 
пользу достоверности гипотезы Хадвигера.

Кишиневский государственный университет Поступило
им. В. И. Ленина 4 VI1971
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