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Достаточные условия применимости метода Эйлера при исследовании 
устойчивости деформирования упругих тел получены в (‘) для случая 
теории малых докритических деформаций при некоторых упрощениях 
(докритическое состояние определялось по геометрически линейной тео
рии). В (3) этот вопрос исследован для случая конечных докритических 
деформаций изотропного нелинейно-упругого тела.

В этой статье мы выводим достаточные условия применения метода 
Эйлера в теории устойчивости деформирования нелинейно-упругого ани
зотропного тела с произвольной формой упругого потенциала при конеч
ных докритических деформациях.

Трехмерное тело отнесем к лагранжевым координатам, которые до де
формации совпадают с декартовыми, и будем исследовать устойчивость де
формирования по линеаризированным уравнениям. В качестве характери
стик деформации будем использовать компоненты тензора конечных де
формаций Грина, отмечая индексом 0 величины докритического состояния. 
Линеаризированные уравнения при конечных докритических деформациях 
представим в форме

[Фп (5ппг 4" ,n) “h ®in Um ,n] ,i 4“ У-тп P Um — 0 (w, 771, 7 = 1,2, 3). (1)
Граничные условия в напряжениях на части поверхности Xi и в пере

мещениях на части поверхности S? запишем в форме
Нi JCFjn 4" Um ,п) 4" @inUm ,n] |s, = Гm, Um |g2 ~ 0. (2)

Принятые здесь обозначения совпадают с обозначениями работы (3).
В случае анизотропного (с прямолинейной анизотропией) нелинейно

упругого тела упругий потенциал Ф не обязательно представляет поли
ном (2) от всех компонент тензора Грина. Предположим, что это произ
вольная дважды непрерывно дифференцируемая функция, тогда для опре
деления величин Gi* имеем (2)

= + ) ф(ем» • • •> 631)- (3)

Линеаризуем соотношения (3), в результате получаем
o’; = ^./a₽Wa,p (в j, а, 0 = 1, 2, 3), (4)

д

(5)

Непосредственной проверкой можно убедиться, что

Свойства (6) свидетельствуют о том, что линеаризованные соотношения 
(4) для нелинейно-упругого анизотропного тела при конечных докрити
ческих деформациях не совпадают с соотношениями для малых деформа
ций линейно-упругого анизотропного неоднородного тела.
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Подставляя выражения (4) в (‘) и (2), приходим к линейной однород
ной краевой задаче с переменными коэффициентами

(yima'-jUa Д, "J- ,n), i “ P ~ 0* (7)
Xi (VimaP^a ,₽ 4' Gin^m ,n) jsi == Pmi lsa ~ 4. (8)

Здесь введено обозначение
’Vijafi i Hj, n) • (9)

Учитывая выражения (5) и (9), в результате ряда преобразований 
можно показать, что выполняется тождество

VijaP --- (19)
Докажем самосопряженность статической краевой задачи, соответст

вующей задаче (7) — (8). Пусть и i42) —компоненты двух произволь
ных дважды непрерывно дифференцируемых векторов, удовлетворяющих 
краевым условиям (8). Обозначим индексами 1 и 2 величины возмущений 

(1) (2) поверхностных и массовых сил, соответствующих щ и щ , а через 
Рт и?, и^) и Lm (и^\ и%\ uf) — уравнения статистической системы; 
соответствующей системе (7). Условие самосопряженности (4) запишем в 
виде (‘)

\ [u%Lm М2), и'? uf>) - u$Lm (и<£\ u^)]dV = 0. (И)
V

В силу использования лагранжевых координат при интегрировании но 
объему и поверхности тела необходимо интегрирование вести по объему 
и поверхности тела до деформации.

Применяя теорему Гаусса — Остроградского и учитывая граничные 
условия (8), в результате ряда преобразований из условия (11) получаем 

S (4’Р42) - ^Р^) ds + \ (и$Х*£> - и^хТ) dv -
St V

(^imap р dV — 0.
V

(12)

Учитывая тождество (10), получаем условие самосопряженности ста
тических краевых задач, соответствующих (7), (8), для нелинейно упру
гого анизотропного тела с произвольной формой упругого потенциала

Ц - 1$РТ) dS + J {t^xT - и^хТ) dv = 0. (13)
S1 V

Повторив ход рассуждений (‘), приходим к выводу, что для применения 
метода Эйлера достаточным условием в рамках теории конеч
ных докритических деформаций нелинейно упругого анизотропного тела 
является самосопряженность статических линеаризованных задач.

Учитывая вышеизложенное замечание, заключаем, что независимо от 
формы упругого потенциала в случае теории конечных докритических де
формаций нелинейно упругого анизотропного тела единственным доста
точным условием применения подхода Эйлера является условие (13). Оно 
совпадает с результатом работы (’), полученным в рамках теории малых 
докритических деформаций линейно упругого тела, когда докритическое 
состояние приближенно определяется по классической теории упругости.
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