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(Представлено академиком П. С. Александровым 25 VI 1971)

В заметке рассматриваются свободные абелевы метризуемые группы с 
недискретной топологией. Пусть G — свободная абелева метризуемая груп­
па и X — подмножество группы G, состоящее из системы линейно неза­
висимых образующих группы G и элемента 0. Будем называть X базой 
труппы G. (Ясно, что базу в группе можно, вообще говоря, выбрать мно­
гими различными способами.) Пусть далее, точка х е G, причем х =/= 0. 
Тогда в группе G содержится свободная циклическая подгруппа Gx = {х}, 
порожденная элементом х. Группу Gx, рассматриваемую в топологии, ин­
дуцированной топологией группы G, будем называть слоем группы 
G в точке х. Слои над различными элементами группы G могут быть 
топологически непзоморфны.

Теорема 1. Если в свободной абелевой метризуемой группе G су­
ществует компактная бага X. то группа G является множеством 1-й ка­
тегории.

Теорема 2. Пусть G — свободная абелева группа, X — ее база, р0 — 
некоторая метрика на множестве X, индуцирующая на X недискретную 
топологию, и пусть р — инвариантная метрика на группе G, совпадающая 
на X с метрикой р., и являющаяся максимальной инвариантной метрикой 
группы G с этим свойством (*).

Тогда группа G в топологии, индуцированной метрикой р, является 
множеством 1-й категории.

По-видимому, утверждения теорем 1 и 2 можно распространить на бо­
лее широкие классы свободных абелевых метризуемых групп. Было бы 
интересно выяснить, любая ли абелева свободная метризуемая группа яв­
ляется множеством 1-й категории.

Теорема 3. Не существует свободных абелевых метризуемых групп 
с недискретной топологией, которые являлись бы абсолютными Gt,.

Доказательство. Допустим противное и пусть G — свободная абе­
лева метризуемая группа с недискретной топологией, которая является 
абсолютной С?8. Тогда группа G полна относительно некоторой инвариант­
ной метрики р (2). Так как топология группы G недискретна, существует 
последовательность точек {«„}, апу^0, п = 1,2,..., такая, что 

1
р(апЧ-1, 0) < п р(ап, 0), п = 1, 2,... Рассмотрим формальные суммы вида

оо

ща1, где целые числа щ выбираются таким образом, чтобы последо-
it

вательность (xh), где xh = щщ, k = 1, 2,..., была фундаментальной в
i=i

метрике р. В силу того, что группа G полна относительно метрики р, по­
следовательность {xh}, к — 1, 2,..., сходится к некоторому элементу 
X е G. Будем это формально записывать как

оо

X =
г=1 

(1)
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Ясно, что множество элементов группы G, представимых в виде (1), об­
разует группу. Эта группа, будем ее обозначать Go, имеет мощность с, 
так как уже множество элементов х G, которые представляются в виде 
(1) с коэффициентами nt = 0, 1, имеет мощность с.

Далее применяем известную схему доказательства того, что полное 
прямое произведение счетного числа бесконечных циклических групп не 
является свободной абелевой группой (3). Рассмотрим подгруппу Go груп­
пы Go, образованную всеми элементами х, коэффициенты и, которых в 
разложении (1) обладают следующим свойством: для любого натурально­
го к все числа п„ начиная с некоторого, делятся па 2*. Группа Go имеет 
мощпость с, так как уже множество элементов х, которые представляются 
в виде (1) с коэффициентами п; = 0, 2', имеет мощность с, как это легко 

1
следует из неравенств р(а„^1, 0) Д — р(а„, 0), п = 1, 2, ... Рассмотрим 

подгруппу Gar группы Go, образованную всеми элементами х <= коэф­
фициенты ге, которых в разложении (1) все, за исключением конечного 
числа, равны 0. Ясно, что группа Go' счетна. Далее, пусть 2G0 — подгруп­
па группы Go, состоящая из всех элементов группы Go, которые представ­
ляются в виде х = 2у, где у е Go. Так как группа Go является свободной 
абелевой группой мощности с, фактор-группа А = Go / (2G0) имеет мощ­
ность с. С другой стороны, как легко видеть, любой элемент g А являет­
ся образом некоторого элемента х е Go', и, таким образом, группа А счет­
на. Полученное противоречие доказывает теорему.

Теорема 4. Пусть X — метрическое пространство бесконечной мощ­
ности и G — свободная абелева группа с базой X. (0 группы G совпадает 
с некоторым элементом х0 е X, который фиксирован.)

Тогда существует континуум линейно упорядоченных множеств М„ — 
= {ц.Д 0 < а < 1}, s е5, | S | = с, метризуемых топологий на группе G, 
совместимых с групповой структурой G и таких, что-.

1) каждая топология цД ae(0, l),seS, индуцирует на множестве 
X его первоначальную топологию-,

2) ■< цД, если 0 < щ < аг < 1, se Д
3) каковы бы ни были а,, а2 (0, 1), топологии р8“' и ц.,Д попарно не 

сравнимы, если з, тД;
4) для каждой точки х е G слой Gx группы G в точке х дискретен для 

любой топологии цД яе (0.1д еД
Для доказательства этой теоремы нам понадобится
Предложение 1. Существует такое множество S бесконечных по­

следовательностей из 0 и 1, что:
1) для любых Si, s2 сД- s2, = а,, a2, . . . , an, ..., s2 = bi, b2, ...

,. . , можно выбрать такие возрастающие последовательности
{«,} и {т,}, г = 1, 2,. . ., натуральных чисел, что для каждого числа гц,

ап = 0 и bn = 1, и для каждого числа mh am = 1 и bm i = 0;
2) множество S имеет мощность с.
Доказательство теоремы 4. Пусть S—множество, о сущест­

вовании которого говорится в предложении 1. Для каждого seS, s — 
= а{, а2, . . . , ап, . .., через s(n) будем обозначать п-й элемент этой по­
следовательности а„. Рассмотрим два случая.

I. Пространство X дискретно. Пусть А={хп}, хп^Х, п=1, 2, ...,— 
такое счетное подмножество пространства X, что х, =/= Xj Д= при i Д= j 
(ха е X по условию является 0 группы G). Определим на множестве А 
метрики рД где г пробегает рациональные числа интервала (0, 1), х е Д 
следующим образом;

а) р8г(д, д+1) = <n), п = 1, 2,... ;
г-1

б) Pg(#ni Здг+г) = Pg ( > 1, ft — 1,2,...
fe=o



Построенные на множестве А метрики р/ можно продолжать до некото­
рых метрик р/, определенных уже на всем пространстве X и индуци­
рующих на нем дискретную топологию (4).

II. Пространство X недискретпо. Тогда существует последовательность 
точек {х,,}, xiL е А’, Д х,„ при п =# т, п, т = 1, 2,..., сходящаяся к 
некоторой точке х е X. Моя<но, очевидно, считать, что хп =2= х для любого 
п. Определим па компакте А = {х„} U я метрики р/, где г пробегает ра­
циональные числа интервала (0, 1), следующим образом:

а) ps (хп, х) = 1/гег-г+(-1)’ (п\ и = 1, 2,;
б) рЦх„, хт) = | ps (х„, х) — ps (хт, х) |, 1<л,пг<+=с.

Построенные на компакте Л метрики р/ можно продолжить до некото­
рых метрик р/, определенных уже на всем пространстве X п согласую­
щихся с топологией пространства X

Таким образом, в обоих случаях мы построили на пространстве X мно­
жество метрик р/, где г пробегает рациональные числа интервала (0, 1), 
seS, удовлетворяющих условиям а), б) в 1-м случае и условиям а), б) 
во 2-м случае.

Как показано в (*), любую метрику р на множестве X можно продол­
жить до такой инвариантной метрики р на группе G, что эта метрика ин­
дуцирует на базе X метрику р и является максимальной инвариантной 
метрикой группы G с таким свойством. Продолжим метрики р/, опреде­
ленные на базе X, до соответствующих максимальных инвариантных 
метрик р/. определенных па группе G. Топологии на группе G, индуци­
руемые метриками р/. будем обозначать соответственно через с/. Опре­
делим для каждого действительного числа я е= (0, 1) и любого seS то­
пологию Р“ = U ^s- Ясно, что так определенные топологии метризуе- 

г< а
мы и согласуются с групповой структурой G. Можно показать, что топо­
логии ц/, а е (0, 1), seS, удовлетворяют всем условиям теоремы. Про­
верим, например, условие 2). Достаточно рассмотреть случай, когда 
cti — Л и а2 = гг— рациональные числа интервала (0, 1), 0<г,<r2<Z 1. 
Покажем, что щ,/1 < ц,/2 для любого е S.

Г. Пространство X дискретно. Пусть п„Х = [п2~Гг+(~1)^(п)], где [ ]
означает целую часть числа. Обозначим у„ = щ^х,, — xn+i), хп, х„_;., е А, 
п — 1, 2,... Нетрудно показать, что последовательность {уя} сходится 
к 0 в каждой топологии vs„r с г2> г>0 и расходится в любой топологии 
V.,/ с г2 сс: г < 1. Отсюда следует, что последовательность {у,,} сходится 
к 0 в топологии у.,/1 и расходится в топологии у.,,/2, а так как по построе­
нию Цз/1 у,/2, имеем строгое неравенство у.,/1 ■< щ/2.

II'. Пространство X недискретно. Доказательство в этом случае до­
словно повторяет предыдущие рассуждения, если определить = 
= п^(хп — х), х„ е А, п = 1,2,...

Теорема доказана.
Следующая теорема является ответом па вопрос Б. А. Пасынкова, су­

ществуют ли наследственно несвязные метризуемые группы положитель­
ной размерности?

Теорема 5. Существует метризуемая свободная абелева группа G 
со счетной базой такая, что dim G = оо и пересечение всех открытых под­
групп G содержит лишь 0.

Доказательство. Пусть С—капторово множество. Существует 
такое сепарабельное метрическое пространство X, что X уплотняется на 
С и dim X = оо (5). Пусть Г.Х-^С уплотнение, р0 — метрика Си pi — 
метрика пространства X. Тогда р(х, у) = pt(x, у) + ро(/(^), /(у)), где 
х, у ^Х, является метрикой пространства X. Пусть G — свободная абеле­
ва группа с базой А, нулем которой является некоторая точка х, е X. 
Тогда метрику р на пространстве X можно продолжить до максимальной 
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инвариантной метрики р на группе G, индуцирующей на X метрику р. До­
кажем, что группа G в топологии, индуцируемой метрикой р, удовлетво­
ряет всем условиям теоремы.

Пусть а <= G, а 0 и а = ntXi + ... + пкхк — однозначная запись 
элемента а через элементы множества X — ха. Покажем, что существует 
такая открытая подгруппа Ga с: G, что аG:. Пусть х0' = f(x0), х,'= 
= f(xt), ..., ж/ = /(жй). Разобьем пространство С на nt + 1 непересекаю- 
щихся непустых открыто-замкнутых подмножеств Ао, Л,...., А„, так, что 
х/ при 0 i к, i 1 и ж/ е Ль Так как С является компактом,
е = min р0(Л;, Л,) > 0. Пусть В = /_1(Л(), i = 0, 1, . . . , щ. Ясно,

0<i, 7<n.i
что 0 е Во, Xi е Во при i #= 1 п еВ|, причем р (В„ В-) е при i /, 
0 i, j Kt. Рассмотрим абелеву группу Z...~t вычетов группы целых 
чисел Z по модулю nt + 1. Пусть р0 — такая инвариантная метрика на 
Zn^, что diampT Z„l+i<.e. Определим отображение g: X~Z„1+l следующим 
образом: g{B0) = 0, glB^ = IS, 1 =g7 t п, где S — образующая груп­
пы Z„,+1. Нетрудно видеть, что p0(gr(^), g(y)) р(ж, у) для любых х, у 
е X. Из этого неравенства уже непосредственно вытекает, что отображе­
ние g можно продолжить так до гомоморфизма g: G-~>~Zni+i, что для лю­
бых -элементов х, у = р0(g(х), g(y)) р(ж, у). Отсюда, в частности, 
следует, что гомоморфизм g непрерывен. Пусть Ga — ядро гомоморфиз­
ма g. Ясно, что Ga является открытой подгруппой G и а Ga, так как 

g(a) = g S niXi -= 2 nig (х^ — riiS =A 0.

Теорема доказана.
Механико-математический факультет Поступило

Московского государственного университета 22 VI 1971
им. М. В. Ломоносова
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