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ПОТЕНЦИАЛА

(Представлено академиком Н. И. Мусхелишвили 29 VI 1971)

1. В настоящей статье рассматриваются операторы
21/ф = аср 4~ЬАф + с5ф + Гф, (1)

Аф = охр + bNcp + Гф, (2)

где a(t), b(t), c(t) е C(S), ф(Ц е LP(S), р > i, Т — вполне непрерыв­
ный оператор,

Аф = Л'\---------------—т---------------- -
яг J T"~J 2iu J(T — z)ln(-r —г)-...-1п™)(т—«)

0 < m 1, 1п(1)(т—t) = In ln(i_D (г — t), контур S предполагается 
простым замкнутым контуром Ляпунова с условием

вир|Ц — i2|<l.
i 1, & =£

Насколько известно автору, проблема исследования оператора (2) 
была выдвинута в 1954 г. Ф. Д. Гаховым. Интерес к оператору (2) был 
вызван, прежде всего, тем, что он является в определенном смысле про­
межуточным между оператором с ядром Коши (который подчиняется тео­
рии Нётера (*,2)) и оператором со слабо полярным ядром (для которого 
справедлива альтернатива Фредгольма).

2. Пусть cp(i) ^H(S), рассмотрим функцию

Ф(2) = г
к

Интеграл (3) в случае га = 1 был исследован в работе (3).
Произвольную точку io контура S соединим с бесконечно удаленной 

точкой гладкой кривой Г.
Будем считать, что функция In (т — z) переменного т есть главная 

ветвь логарифма, непрерывная на S всюду, кроме точки i0. Функция 
1п«) (т — z) определяется как главное значение логарифма функции 
ln^-D (Т — Z) .

Особыми линиями интеграла (3) являются линии
S'. t = t(s), Sc. ti = t(s) — ръ

где i = 1, 2,..., n, pt = epi-i, pt — 1.
Теорема 1. Функция Ф(г) является кусочно-аналитической функ­

цией с линиями скачков S, St (i = 1,..., га) га Г, предельные значения 
функции Ф(з) на контуре S даются формулами

ф+(Ц = (оП1 и(Цф(Ц + ф(Ц, (4)
ф-(Ц=ф(Ц, (5) 

747



где co„,m (0 = 2я.(/_т)- [1111;™) [1П (;о ... i} д 2лг] - lnj;-(t0 - <)] 

при О < т < 1 и

~ рру [lii(n) [1и(^о О ~r 2ni] ln(n+1)(f0 01 •

3. Теорема 2. Оператор N действует в пространстве LP(S?), р> 1, 
и является в нем линейным и ограниченным оператором.

Доказательство теоремы аналогично доказательству Б. В. Хведелпдзе 
(4) для оператора с ядром Коши и основано на связи между ядрами Коши 
и Гильберта и исследованных М. Рпсса (8), относящихся к оператору с 
ядром Гильберта.

Теорема 3. Пусть b(t) тогда оператор Nb— bN вполне
непрерывен.

Доказательство следующих трех лемм основано па методе аналитиче­
ского продолжения и использует формулы Сохоцкого (*, 2) и формулы 
(4), (5).

Лемма 1. А (о). , »| | А <| ) = 0.
Лемма 2. Л'(ф Д- Sep) = 0.
Л е м м а 3. S(cd„, ,„<p Д- ДАр) = ю„, ,„tp Д- A’cp.
4. Пусть

Mi = aj Д- bj\ Д- CiS Д- h, M2 = a,I Д- b2N Д- c2S -p T2; 

тогда коэффициенты операторов
M = — al -\-bN Д- cS + T

выражаются формулами
a := apt? Д- cp, Д- c-,b2(<)r.

b = a2b2 + bta2 — bib2b-)n, + ctb2 — bp2, 

c — ар2 Д- cta2 — Cib2(o„

Теорема 4. Для того чтобы оператор М был нётеров, достаточно 
выполнения на S условия

(а Д- с) (а — йи„, m — с) 0. (6)

В самом деле, оператор V = (а—bo)n,m)I—bN — cS является пра­
вым и левым регуляризатором для М, причем

MV = (а Д- с) (а— Ььзп, rn — с) I + Т

VM = (а + с) (а — Ьсо„, — с) 1 Т2.

5. Обозначим через R множество операторов вида (1) с условием (6). 
Символом оператора М назовем выражение

о(М) = (а + с, а — Ьа„, — с).

В силу а Д- с 0 можно рассматривать символ с единичной первой ком­
понентой

г

Лем м а 4. Символ композиции операторов Mi и М2 равен произведе­
нию символов этих операторов.

На множестве R введем отношение эквивалентности: М2 ~ М2 тогда и 
только тогда, когда символы 0(4/,) и сг(ЛГ2) гомотопны. Единственным: I
гомотопическим инвариантом функций (а—Ъып,т— с) / (а Д-с) является
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число

Классы эквивалентности
= {М\%(М) = I}.

Из теоремы устойчивости Ф. В. Аткинсона (5) следует, что если y.(Mi) = 
= и(М2), то Ind = Ind М2.

Определим отображение f множества R в группу целых чисел f(M) = 
= Ind М. Функция / постоянная на классах 7?,.

Пусть (например, Mi = (1 + i)7+ (1 — t)S) и пусть
IndTWi = к. Тогда М* <= R, и ДМ?) = ik. Рассмотрим теперь произволь­
ный оператор М ^ R,. Имеем Ind М = Ind Л/Г — ik= кн(М). Найдем к. 
Пусть М2 = al cS + Т, тогда

Следовательно, к = 1 и

(?)

6. Теорема 5. Для того чтобы оператор М был нётеров, необходимо 
выполнение на контуре 2? условия

(а + с) (а — &ш„, m — с) =2 0.

Доказательство теоремы проводится от противного (идея доказательст­
ва взята из работ (6, ’)) и использует теорему устойчивости Ф. В. Аткинсо­
на (5), формулу (7) и следующую лемму.

Лемма 5. Пусть В(1) —непрерывная функция, заданная на замкну­
том контуре 22 Пусть, кроме того, точка 0 входит в область значений 
функции B(t).

Тогда для любого е > 0 можно найти непрерывные функции Bi(t) 
и B2(t) такие, что

1) B^t) =2 0 и В2(1) ~2 0 на контуре 2?,

2) sup | В (t) — Bi{t) | < е, i=l,2,

3) [argSJi)] jg =£ [argB2(i)b.
7. Из общего случая (1) выделим подкласс операторов вида (2). Необ­

ходимым и достаточным условием нётеровости оператора К (как это сле­
дует из теорем 4 и 5) является выполнение па контуре 2? условия

a(i) [«(I) — b(i)co„, m(i)] =#0.

Формула для индекса оператора К может быть выведена и независимо от 
формулы для индекса М.

В самом деле, рассмотрим оператор
Мо = К = al + bN + Т

при условии a (а — Ьсо„, „,) =2 0. В этом случае оператор Мо гомотопен опе­
ратору

ДД = [а------ --- j I -]----- Д-S + Т.

Гомотопию осуществляет оператор 
.\h^(a-kb^^I -|-(1-ДЬА 22^S + Т, Кее [0,1].
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Следовательно, IndJ/0 = IndJA или

Ind К =

8. Построим пример оператора К, имеющего ненулевой индекс. Кривая
о) — m(t), является непрерывной замкнутой кривой, ограничи­
вающей односвязную область и проходящей через точку 0.

Выберем комплексное число z0 так, чтобы

[arg (а>„, т (0 — z0) ] ж 0.

Оператор К, = z0I N -j- Т удовлетворяет требуемому свойству.
9. «Промежуточное» положение оператора К по сравнению с операто­

рами с ядром Коши и со слабо полярным ядром обусловливает и «промежу­
точные» свойства оператора К. Так, например, при выполнении определен­
ных условий оператор К нётеров (как и оператор с ядром Коши), но в то 
же время теория уравнений 1 рода (как и в случае операторов со слабо по­
лярным ядром) не включается в общую теорию уравнения

= /.

Рассмотренный в работе одномерный случай непосредственно перено­
сится и на соответствующие системы уравнений.

В заключение автор пользуется возможностью выразить глубокую при­
знательность проф. Г. С. Литвинчуку, руководившему настоящей работой.

Одесский государственный университет Поступило
им. И. И. Мечникова 5 III 1971
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