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ОЦЕНКИ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ 
С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ

(Представлено академиком В. И. Смирновым 25 VI 1971)
В статье формулируются необходимые и достаточные условия справед

ливости следующих оценок для дифференциальных операторов с постоян
ными коэффициентами в полупространстве R+n — {(т; t): x^Rn~\ 
t Ks 0}:

N г
{А(И)иу^с{^ IIpJ W и II3 + 3 иД '), (1)

' ;=1 6=1
г 

\\A(D)u^c(\\P(D)u\\*+% <Bk(D)u^), (2)
k=l

|| • ||, <•>— нормы в L2(RP) и Ь2 (0R+n), D =(d / idxi, .. . , d / idx.d j idt).
Наши результаты в топ пли иной мере связаны с работами (1_5). в ко

торых можно найти дальнейшие ссылки.
1°. Пусть -РДт), Рг(т),..., Pjv(t)—полиномы переменной теЬ'1 с 

комплексными коэффициентами и М — их максимальный порядок. По
ложим

N

3 I рз (т) I2 = п+ (т) В- (т). (3)
3=1

где 7?+(т) —полином порядка М, все корни которого лежат в полуплоско
сти Im £ 0, а /i.(r) =/<’,(т). Обозначим через П+(т), ord П (т) < М,
общий наибольший делитель полиномов Л(т), R+ (т) (/ = 1,2,..., N).

Лемма 1. Для любого полинома Q(t), ord<2(r) К/ М—1, <?(т) = 
вз 0 (mod П+ (т)), существуют и определяются единственным образом та
кие полиномы ГДт), ТДх) = 0 (mod П+ (т)), огйГДт) кб/И—1 (/ = 
= 1, 2,..., А), что

х
Q(T)B_(x) = 2 РДх)ТДх), (4)

3=1

РДх)ТДх)== РДх)Тг (т) (mod 7?+(т)) (i Д= j, i, j = i,2,... ,N). (5)
Условие (5) снимается при N = 1. Заметим, что если N = 2 и полиномы 
Pi (т), Р2 (т) взаимно просты, то (5) является следствием (4).

Рассмотрим дифференциальные операторы в частных производных с 
постоянными комплексными коэффициентами A(D), Pj(D), ВДИ) и соот
ветствующие им полиномы A(g; т), Р3(£; т), т), где j е К"-1, х е R1.
Здесь и далее существенна полиномиальная зависимость только по пере
менной т; соответственно ordG(g; т) означает порядок полинома С(£; т) 
по х. В этом смысле понимаются встречающиеся далее сравнения, терми
ны «факторизация», «частное» и т. и. Предположим, что для всех g е Rn~l 

ord А (£; т), ord Bk (£; т) Кб max ord Pj (g; т), 1k6/kJJA', lsgCAr^r.
i

Введем, следуя равенству (3), полиномы R+(E>; т), /?_(£; т) и обозначим 
через П+(£; т) общий наибольший делитель полиномов Р3(|; т), й+(£; т) 
(/ = 1,2,..., N). Пусть Со" (R+n) есть пространство сужений на R+n функ
ций из Со" (Rn).
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Теорема 1. Для того чтобы для всех и е СД (НД) была справедлива 
оценка (1), необходимо и достаточно, чтобы

Г

1) существовали такие функции | pft(g) I2 0, что
k=if г

Q (g; т) = А (g; т) — 2 3fe (ё), Bk (g; т) = 0 (mod 11+ (g; т)) (6)
Й=1

для всех g е /7"-1;

+со |2’Д;т)Р

2> sup i,if Т-------------л + SiMai!!<=“. (7>

;=1

где ТДё; т) (/ = 1, 2, . . . , N) — полиномы, удовлетворяющие (4), (5), и 
infimum взят по всем p;. (g), входящим в сравнение (6). Левая часть (7) 
есть точная константа в (1).

Замечания. Пусть П(^ (g; т)—общий наибольший делитель 
П+(ё;т) и A (g; т); П<_|? (g; т) = П+ (g; т) / П(1) (g; т); s (g) =ordn+(g; т), 
MB) = ordn^(|; т); r(g) —максимальное число полиномов ВДД т), ли
нейно независимых по модулю n+(g; т); 7n(g) —наибольший из порядков 
ВДД, т).

1. Сравнение (6) эквивалентно для всех (ей5 ! сравнениям
Г

А (g; т) - 2 3, (g) Bk (g; t)^0 (mod 11+Ф (g; т)), (6X)
k=l

r

2 Д (g) Bk (g; t)=0 (mod (g; r)). (62)
fe=i

2. Функции |Mg) в (6) определяются однозначно, если r(g) = г для 
всех ge/?"_1, и не могут быть однозначно определены, если min {«(g): 
g f= 7Г”1} < г.

3. Пусть полиномы Z?ft(g; т) (Л = 1, 2,..., г) линейно независимы при
всех Если min {m(g) — МВ): <0, то оценка (1) не
возможна.

В качестве следствий теоремы 1 приведем более просто формулируемые 
критерии справедливости оценок: Г

{A(D)uy^c[\\P(D)u\^+ 2 <Вк(О)иД], (Г)

<Л(1))и>2 C(||P(D)u||2 + Hull2). (1")
Пусть P(g; т) = P+(g; T)P_(g; т),где корни Р+(|;т) совпадают (с уче

том кратностей) со всеми корнями полинома P(g; т) в полуплоскости 
Im g 0.

Следствие 1. Для того чтобы для всех и е СД (R+n) была справед' 
лива оценка (!'), необходимо и достаточно, чтобы

1) существовали такие функции ₽Д£), М|Ш)1 2 0, что

(?(g; т) = 0(mod P+(g; т)) для всех g е Вп~\ (6х)+ ОО Г
2) sup inf К |М|М-Мт + 2 I МВ) |Ч< 2C, (7')

где т) определяется, как в (6), и infimum берется по веем, функциям 
pA(g), удовлетворяющим (6'). Левая часть (7') —точная, константа в (1').

Рассмотрим факторизацию |P(g; т) |2 + 1 = T)jR_(g; т) типа (3);
будем считать, что старшие коэффициенты полиномов В~ и Р совпадают. 
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Обозначим через ^(1; т) и Т2(Д; т) частное и остаток от деления 
Л(£; r)/?_(g; т) на Р(Д, т).

Следствие 2. Для того чтобы для всех и С<Т° (R+n) была справед
лива оценка (l/z), необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

sup \ | Г1 (g; т)Г-+ | Т2 К; т) р ? 
|Р(5,т)Р + 1 оо. (7")

Левая часть (7") есть точная константа в (lz/).
Еще одно из возможных приложений — необходимое и достаточное ус

ловие непрерывности оператора вложения пространства функций, для ко
торых ||Р(О)м|| + \\и\\ <_ оо, в пространство Hs(dR+n) С. Л. Соболева — 
Л. Н. Слободецкого. Именно, справедливо

Следствие 3. Неравенство
<«>2ffs(SBn <С(И(77)и|р + ||и|Р) (8)

верно для всех и е Со” (R+n) в том и только в том случае, если
+оо

(1 +1 £ l2)s/2 \ + 1 dx с-
— оо

(Условие (9) можно также переписать в виде
м

(1 + | g |2)s/2 Im 2 (rs (£) — л8 (g)) C,
S=1

где Л1(£), .. . , n.u(s); 74(g),.... rJf(g) — корни P(g; т) и 7?_(g; t).)
Из (7Z/), разумеется, следует ограниченность интеграла 

s I A «; r) p
H(W + ‘

dr,

эквивалентная, как известно, справедливости оценки
[ \A(D)u\[2dr^c\ (\P(D)u\2 + \u\2)dxdt

'Rn-1 ' = 0 Rn

для всех и е Со“(7?п). На примере (9) для многочлена Р(|; т) первого по
рядка по т легко проверяется, что обратное, вообще говоря, неверно.

2°. Пусть Л(т) и Р(т)—полиномы переменной те/?1, ог<1Л(т) 
^ordP(r). Положим Р(т) = Р+(т)Р_(т), где Р+(т)—полином, корни 
которого совпадают со всеми корнями Р(т), расположенными в полуплос
кости Im g 0. Обозначим через А (т) общий наибольший делитель Р+ (т) 
и А(т), а через РД А) — частное Р+ (т) / А(т). Рассмотрим еще полиномы 
В ДР), ..., В г (г), где г = ordP(1)(r). Пусть, наконец, а(т) и Ец(т) — остат-. 
ки от деления А (т) и В>. (т) на Р+(т) (к = 1, 2,..., г).

Лемма 2. Пусть полиномы ВДт) линейно независимы по модулю 
РД (т) и пусть Вк (т) = 0 (mod А (т)) (к = 1, 2, . . . , г).

Тогда существуют и определяются однозначно полиномы НДх),.... 
. . ., Н(т) порядка не выше г — 1 такие, что для всех т, т) е Z?1

ВД=0(то(1А(т)) (7с = 1,2,..., г), (10)
Г
2 ЯПт)Ып)Мп-тГЧ?Мп)«(*) —7\(т)а(г])]. (11)
*=i

Замечание. Полиномы НДх), построенные в этой лемме, можно 
различными способами выразить явно. Например,/и (т) = ТУ-1 [yft(T)a(T)— 
— 6&(т)Р+(т)], где W — вронскиан полиномов bt (т),..., ЪДх); 6Дт) — оп
ределитель, полученный заменой в W k-то столбца вектором (а'(т), 
а"(х)/2,... ,а<г)(т)/г); у, (т)—определитель, полученный заменой в 
6й(т) полинома а (т) на Р-Дх).
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Другое описание ЯДт) состоит в следующем. Обозначим через л(т, ц) 
правую часть равенства (11) и через Г — определитель Грама. Тогда 

нк(т) = г*(т)/гt&p;1......... ЪгР-1], гк(т) = г[&!(Т))р;1 р,...
...» (ц) Р'1 Си). л (т, п), bk+i (п) Р? 01).. ... Мп) Р? 01)1 •

Рассмотрим теперь дифференциальные операторы АДУ), P{D) и соот
ветствующие им полиномы Л(£; т), P(g; т). Потребуем, чтобы порядок г 
полинома P(^(g; т) не зависел от Введем еще операторы ВДВ), ...

В г (D). Если полиномы Bs(g; т) удовлетворяют для всех g е Bn_1 усло
виям леммы 2, можно определить с помощью (10) и (11) полиномы 
2A(g; т). Построим две г X r-матрицы Я(£) = (P(s)) и В (g) = (МЮ) 
с элементами

|Р+(5;Т)|* dx, ik[b) J |Р_(5;т)|2 dx,

где Вк (g; т) — полиномы, определяемые разложениями
Bk&x) В^х) , В~ (£;т) о
Р(5;т) Р+£;т) + Р_6;т)’ к

Обозначим через X(g) наибольшее собственное число матрицы Я(^)В(^). 
Теорема 2. Для того чтобы для всех и е Со“(В+и) была справедлив 

ва оценка (2), необходимо и достаточно, чтобы
1) полиномы ВДЪ;, т) были линейно независимы по модулю P+{i}(t;, г) 

для всех g е В”-1;
2) B4(g; т) = 0(mod A(g; х)) для всех gе Bn~‘;

3) I А ({•; т) |2 
|т«; т)|

Hk&x)
^+(5;т)

2
dx const для всех (g; т) е Rh,

Следствие 4. Для того чтобы для всех и ^С„°°(R+n)
ИЛ(D)u\\ C\\P(D)u\\,

необходимо и достаточно, чтобы были выполнены следующие условия:
1) АД; т) ss 0(modP+(£; т)) для всех ^^Rn~l,
2) |Л (g; т) | const|B(g; т) [ для всех (g; т) е Rn.
Следствие 5. Пусть г = 1 и g(g) — корень полинома B+(1)(g; т).

Для того чтобы для всех и es Со" (В+п) была справедлива оценка

НЛ (В>)< С(||В(В)и||2 4- <В(£>)п>2),

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие условия:
1) B(g, g(g)) =0= 0 для всех g е Rn~';
2) B(g; т) bs 0(mod A(g; т)) для всех g е В”-1;

3) ] ^(5;т) |2 
lP(g;x) I

I 1 р (S; ? О 
Т hn£© I В (g, g (g))

+оо

(1+\ | Вр_ (g; щ | dl'l ) < const
— Оо

для всех (g; т) ^ R\
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