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В последние годы успешно развиваются рациональные пути исследо
вания многокомпонентных взаимных систем (‘~4). Наличие комплексных 
соединений значительно усложняет не только химизм процесса, но и изу
чение диаграммы состава и, в первую очередь, ее разбиение (триангуля
цию). В этой области известен ряд методов (5~7). В настоящей работе 
предложен новый наиболее рациональный метод разбиения на симплек
сы — носители эвтектик многомерных полиэдров с точками в гранях, лю
бой размерности (отвечающих диаграммам составов многокомпонентных 
взаимных систем с комплексными соединениями различной сложности) 
при помощи графов по методу А. Г. Краевой (8).

Исследование иллюстрировано примером разбиения изученной реаль
ной пятерной взаимной системы из восьми солей К, Li||Cl, SO4, WO4, BO2 
с двумя двойными соединениями Li2WO4-K2WO4(D1) и Li2SO4-K.2SO4(D2) 
(9). В диаграмме Шлегеля четырехмерного восьмивершинника, отвечаю
щего диаграмме составов этой системы (рис. 1, 7), совокупность вершин, 
ребер и стабильных диагоналей изоморфна некоторому графу*  L(x, и). 
Так как каждый n-мерный симплекс разбиения имеет n -j- 1 вершин, по
парно соединяющихся ребрами, каждому из них в L(x, и) соответствует 
(п + 1) вершинный полный подграф **.  Если любой максимальный пол
ный подграф *** содержит не больше п + 1 вершин, то для выявления 
и-мерных симплексов разбиения достаточно алгоритма (10).

* Точное определение графа состоит в том, что задаются два множества (первое 
из которых обязательно не пустое) и предикат, указывающий, какую пару элемен
тов первого мпожества соединяет тот или иной элемент второго (10).

** В полном графе каждая вершина соединена ребрами со всеми остальными (10).
*** Максимальные полные подграфы — это такие полные, которые не содержатся 

в больших полных подграфах (10).

Для этого составим произведение сумм, каждая из которых есть пара 
несмежных различных вершин графа. Согласно теории графов (10), это 
произведение можно записать следующим образом:

Ш = Пл (ящ Х2, . . . , Х„) = П (Xi + Ж,) , (1)
{ij Xj)},

где ij—упорядоченная пара индексов; & — знак логического умноже
ния и; П — знак логического отрицания не; / — характеристика смежно
сти. В графе L для вершин ад, ж6, xs, х9 отсутствуют смежные с ними вер
шины, имеющие больший, чем у них, индекс, поэтому из (1) получим 
произведение

(^2 + Ж5) (х2 + ж6) (ж2 + х7) (х2 + х10) (х3 + х3) (ж3 + х6) (х3 + Xi) х 
X (^4 + х5) (ж4 + хе) (xt + Ху) (Хь + Хэ) (х4 + ж10) (ж5 + ж9) X

X (х., + Xl0) (Xi + xt,). (2)
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В силу закона поглощения (10), всегда имеем (а + Ь) (а + с). . . (а + р) — 
== a -J- Ьс.. . р. Поэтому соотношение (2) можно переписать в виде:

П7 — (х2 + X5XliX7Xlll) (Хз + ГС5Ж63"7) (Хз + •Гб-ГвХтТ.'Ло) (х5 + X9Xllt) (х7 “F Х9) .
(3) 

Далее, продолжив умножение с учетом закона поглощения, будем иметь 
Пь = ж,х3ж4а;5а:7 + х 3X3X3X13X1 + х4ж5х62:7Х1о + ХзХвх-х9ХзВ +

' I tZ*  Y tZ". I _ tZ} o^Z- 3*Z}  4*Z*  I 0 > (4)

Рис. 1. Проекция четырехмерной призмы Li. К || Cl, SOs. WO4. ВО2 co стабиль
ными (Г) и нестабильными (II) диагоналями

Для каждого слагаемого выпишем не входящие в пего вершины и полу
чим, что максимальные полные подграфы графа L (х, и) порождаются сле
дующими подмножествами вершин

{аздадо}, {ХзХзХеХдХю}, {х,Х2ХзХзХ9},
{/V» zv» -V1 ZV*  ZV*  I J X zy’ 'V*  Sf*  V

•Z/ltZ-,6,~7tZ'8*Z'10j  , «Z<ji/C5 »Z-6 «X/7*X 8J *
{XiX-iX3X3X3} ,

Таким образом, граф L содержит шесть максимальных полных под
графов, каждый из которых имеет шесть вершин. Каждой вершине графа 
соответствует определенная соль рассматриваемой взаимной системы. По
этому можно записать шесть стабильных пентатопов получившегося раз
биения (рис. 1, /) следующим образом:

(LiBO2) 2 — K2SO4 — (КС1) 2 — D2 — Dj {хзХзХзХцХза} ,
(LiBO2)2 — Li2WO4 — (KC1)2 — D2 — Djx,, x:J, x8, x9, xl0}, 

(LiBO2)2 — Li2SO4 — Li2WO4 — (KC1)2 — D2{^(, x2, x3, x8, x9}, 
(LiBO2)2 — Li2SO4 — Li2WO4— (LiCl)2— (KCl)2{xi, x2, x3, xt, ж8).

(LiBO2) 2 - KSO4 - K2WO4 - (KC1) 2 - Dt {ж15 xe, x7,x8, xiB}, 
(LiBO2)2 - (KBO2)2 - K2SO4 - K2WO4 - (KCl)2{x, x3, x6, x7, x8}.

Общие гиперграни каждой пары смежных пентатопов, отпределяют пять 
секущих стабильных тетраэдров:

(LiВОД 2 (КС1) 2 D2 D4 }Хз, Xg, Х9, Хю} ,
(LiBO2)2 — (Li2WO4) - (KC1)2 - D2{x, x3, x8, x9}, 

(LiBO2)2 — Li2SO4 — Li2WO4— (КС1)2{ащ x2, x3, x8}, 
(LiBO2)2 — K2SO4 — (KC1)2 —DJx, x6, x8, xI0}, 

(LiBO2)2 — K2SO4 — K2WO4 — (KCl)2{x, x6, x-„ x8}. 
Вышеупомянутые элементы имеют общее ребро (LiBO2)2— (КС1)2 —наи
более стабильную диагональ — и образуют сингулярную звезду (рис. 2).
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Неравновесная звезда выводится аналогично сингулярной, на основе 
нестабильных диагоналей (рис. 1, II). Диаграмму Шлегеля с нестабиль
ными диагоналями также рассмотрим как граф L'(x, и'), дополнительный 
к графу L(x, и) (10). Выделив максимальные полные подграфы графа L’ 
получим симплексы разбиения нестабильного комплекса (рис. 1, II). За
писав шесть нестабильных пентатопов триангуляции, получим:

(LiCl) 2 — (КВО2)2 — K2WO4 — D2 — xs, x7, xg, x10},
Li2SO4 — (LiCl) 2— (KBO2)2 — D2 — Di{z2, ж4, x3, xg, ^10}, 

Li2SO4 — Li3WO4 — (LiCl)2 ■ - (KBO2)2 — Dj^, x3, xt, x5, xi0}, 
(LiBO2)2 - Li3SO-, - Li2WO4 - (LiCl) 2 - (KBO2)3{^, x2, x3, ж4, x3}, 

(LiCl) 2 - (KBO2)2 - K2SO4 - K2WO4 - D2{x4, xs, xe, x7, ,z9}, 
(LiCl) 2 — (KBO2)2 - K2SO4 - K2WO4 - (KCl)2{x4, xg, xg. x7, ,z8}.

Все нестабильные пентатопы имеют общее ребро (LiCl) 2 — (КВО2)2 и обра
зуют неравновесную звезду, схема которой аналогична сингулярной, но 
отличается по составу солей.

Пересечение сингулярной и неравновесной звезды в диаграмме состава 
отображает геометрически реакции обмена, в результате которых соли, 
отвечающие вершинам неравновесной звезды, превращаются в соли, отве
чающие вершинам сингулярной звезды (“). Эти реакции по существу 
сводятся к взаимодействию между наиболее реакционноспособными солями 
(LiCl) 2 — Li2SOi — Li2WO4— (КВО2)2 — компонентами неравновесного 
тетраэдра, которые образуют соли стабильного тетраэдра (КС1)2 — Di — 
D2 — (LiBO2)2. Это выражается суммарным уравнением
3 (КВО2) 2 + (LiCl) 2 + 2Li2WO4 + 2Li2SO4 = 3 (LiBO2) 2 + (KC1) 2 + D, + D3. 
Правильность разбиения и реакций обмена подтверждена эксперименталь
ными исследованиями одного из шести найденных стабильных тетраэд
ров— (КС1)2 — D,— D2—(LiBO2)2. На основании экспериментального 
исследования боковых граней и внутренних треугольных сечений, установ
лено, что тетраэдр состава включает объемы кристаллизации только исход
ных компонентов, расположенных в его вершинах. Объемы кристаллизации 
сходятся в одной четверной нонвариантной точке.

Одпако граф L(x, и) чаще всего имеет полные максимальные подграфы 
с числом вершин больше (н + 1). Тогда отношения смежности и несмеж- 
ности вершин недостаточно для решения задачи. Рассмотрим, например 
(рис. 3), четырехмерный девятивершинный симплотоп с диагоналями 
(тип D). Пользуясь описанным алгоритмом, получим произведение 
Пь = XvXuXs + ж5жв.£8ж9 + XiX2x7xs -(- ZjZsz-.Ze. Появляется полный макси
мальный подграф AY, ВХ, CZ, AZ, BY, СХ из шести вершин. Ясно, что в 
четырехмерном пространстве нельзя разместить пятимерный симплекс с 
этим одномерным остовом, поскольку каждые шесть точек обязательно ли
нейно зависимы. Это указывает на наличие вершины фигуры конверсии 
внутри симплотопа, а не на его гранях. Эта вершина определяется урав
нением

AY + ВХ + CZ = AZ + BY + СХ.
В зависимости от суммарных тепловых эффектов диагоналей A Y — ВХ, 

AY — CZ, ВХ — CZ и диагоналей АХ — BY, AZ — СХ, BY — СХ, равнове
сие этой реакции будет сдвинуто в ту или иную сторону. При этом полу
чим, конечно, разные стабильные комплексы. Поэтому в Пь нужно вклю
чить сомножитель (х3 + ж4 + хд), если треугольник AY, ВХ, CZ нестаби
лен, или (ж3 + хд + х7) если стабилен. После умножения на (z2 ад -(- хд) 
получим произведение

П,. = ZiZ2Z6Zs + XiXiXuXs + XtXnXsXt) + XlX2X7X3 + XiX3XtXs + z5;r6z8;r9. 
После умножения па (.z3 + x5 + x7) — произведение

nL = + xlxgx3x3 + + x^x,^ + x3x3x3xg + XiX2x7x3.
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Таким образом, для типа D возможны два варианта разбиения:
СХ, AY, BY, AZ, CZ - ВХ, CX, BY, AZ, CZ - BX, CX, AY, BY, AZ - 

CX, AY, BY, CY, CZ - BX, BY, AZ, BZ, CZ - AX, BX, CX, A Y, AZ

BX, AY, BY, AZ, CZ — BX, CX, AY, AZ, CZ - BX, CX, AY, BY, CZ - 
AX, BX, CX, AY, AZ - BX, BY, AZ, BZ, CZ, - CX, A Y, BY, CY, CZ.

Появление в графе L(x, и) полного максимального подграфа с числом вер
шин больше (п + 1) указывает на наличие вершин фигуры конверсии, не 
лежащих в гранях симплотопа. Для выявления термохимического типа D

Рис. 2

Рис. 2. Схема сингулярной звезды системы Li, К || Cl, SOt, WO-X. ВО2
Рис. 3. Четырехмерпый девятлвершипный епмплотоп с диагоналями

(тип D)

нужно изучить эту точку конверсии. Произведение Пл в общем виде вы
глядит так: _

П/. = II (хг: Xj + . . . + Х:) .
где i, к — индексы вершин такого симплекса — нестабильной ячей
ки, у которой граница входит в стабильный комплекс, т. е. все грани его 
стабильны.

Разработанная методика разбиения диаграммы состава проверена на 
ряде многокомпонентных взаимных систем с комплексными соединениями. 
Ввиду применения графов, она позволяет легко запрограммировать разбие
ние полиэдров с точками в гранях любой размерности (диаграмм составов 
с комплексообразованиями различной сложности). Для решения такой за
дачи на ЭВМ требуется несколько секунд (12). Разработанный метод, по
зволяет использовать графы и ЭВМ для разбиения полиэдров (диаграмм— 
состава) и является экспресс-методом исследования многокомпонентных 
взаимных систем с комплексными соединениями.

Всесоюзный заочный политехнический институт Поступило
Москва 2 IV 1971
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