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Известно, что упругий прямолинейный полубесконечный стержень при 
продольном ударе по его торцу жестким телом, движущимся с постоянной 
скоростью, теряет устойчивость (\ г). Исследование возникающей в этом 
случае формы потери устойчивости в (*,2) основывалось на пренебрежении 
нестационарными явлениями, связанными с конечностью скорости про­
дольной волны сжатия. После этого задача по существу приводится к рас­
смотренному ранее случаю (3) быстрого нагружения стержня постоянной 
сжимающей силой. В работе (4) предпринята попытка дать упрощенный 
метод определения формы потери устойчивости стержня как системы с 
«одной» степенью свободы. Близкие задачи анализировались численно 
в работах (5_7).

В данной работе получено точное решение задачи о развитии прогибов 
w(x, t) упругого полубесконечного стержня при продольном ударе по его 
торцу телом, движущимся с постоянной скоростью v, с учетом инерции 
вращения и прогибов, вызванных перерезывающей силой. Определена так­
же простая асимптотика формы потери устойчивости при больших време­
нах. Система линеаризованных по w(x, t) уравнений, начальные и краевые 
условия задачи имеют вид (8)

/ Л2 с№ \ ci(£ и’х =~дГи(х’^’ ^>0, £>0, (1)

EI дх*
rTE~nG 9* , Р27 д* д
Р7 nG dxW + nG dti' ES\dxU’x

u(x,0) = (x, 0) = w(x,0) = (x, 0) = -^w (x, 0) =

= (^, 0) = °> ^>0, (2)

и (0, t) = vt, w (0, t) = ~ w (0, £) = 0 i > 0,

где и— продольные смещения, их, — w0(x) —начальные несовершенства 
формы стержня, Е, G и р — модуль Юнга, модуль сдвига и плотность мате­
риала стержня, I, s и п — соответственно момент инерции, площадь попе­
речного сечения и коэффициент, зависящий от его формы.

Теорема. Решение нелинейной системы (1) при граничных и началь­
ных условиях (2) совпадает с решением линейной системы

dwa
dx (3)

*>0, ;>0,

при начальных и граничных условиях (2).
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При этом

Принцип доказательства теоремы основан на том, что максимальная 
скорость распространения возмущений и для системы (1), и для системы 
(3) равна скорости с продольных волн в стержне. Поэтому решения как 
задачи (1), (2), так и задачи (3), (2) обращаются в ноль для х > ct. При 
х < ct имеем и,х = —е, так что сами уравнения (1) и (3) совпадают в об­
ласти х <7 ct.

Благодаря сформулированной теореме, решение задачи (1), (2) удается 
получить с помощью преобразования Фурье по х и преобразования Лапла-

ct

w (х, о = \ 5 (а У, 0 (4)
о

оо
= 2е«Ц Г l-pcos ^^/c) _ I sin kx cos k dk.

я J ф I а? al I0 1 2
(5)

(6) 
2 / у £ — n(j j n ,

■ щ/ 7 k Ф ■

sign щ = sign (77Л — es). (7)

Непосредственная проверка подтверждает, что w = 0 при х > ct.
Используя соотношения (6) и (7), нетрудно убедиться, что в выраже­

нии (5) для ядра В (х, у, t) вторая дробь в квадратных скобках осцпллп 
рует, оставаясь ограниченной при больших t, тогда как первая дробь при 
t -> оо растет экспоненциально для значений к, находящихся в интервале 
О < к < /es /1. По этой причине ядро В (х, у, t) и сами поперечные про­
гибы w(x, t) неограниченно возрастают при t-+- оо.

Асимптотическое поведение В (х, у, t) при t-^oo нетрудно определить 
методом Лапласа (9), если хну остаются ограниченными некоторыми кон­
стантами

U А .г С 0 • у Li.
Для таких значений хну получаем

В(х, у, t) — В*(х, у, £), i-^oo,

esc2/t J 1 /с)
В* (x,y,t)=2 - ' . m 2 sin ктх cos кту ,

1 °т I У 2л I ат 11

где к,., — положение отрицательного минимума функции a^fk), а констан­

ты Фт. ат и ат" равны Ф(/с„), at(km) и ch(km) соответственно. По­

строим формально выражение
оо

(х, t) = В* (х, у, t) dy.
о

Опуская громоздкие выкладки, укажем, что справедлива асимптотическая, 
оценка

lim]Ate~ 1 w (x, t) — w* (x, f) | = 0, O^x sCL.
t—»oo
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Поэтому с точностью до величин порядка 0(t Ч»е[ат[1) асимптотика формы 
потери устойчивости стержня при больших временах имеет вид

$ lJ'c cos kmydy.
О

Для металлических стержней продольная деформация и,ж = —е в пре­
делах упругости является малой величиной. Это обстоятельство позволяет 
получить простые явные формулы для констант кт, Фт, |ат | и |атЛ/| с по­
грешностью менее 0,5 %:
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