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ПРЕДЕЛЬНЫЕ СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЯ БОЛЬЦМАНА

(Представлено академиком В. И. Смирновым 28 VI 1971)

Пусть f(u, t) — распределение молекул в одноатомном разреженном 
газе по скоростям и в момент времени t. При хорошо известных предполо
жениях функция j должна быть решением уравнения Больцмана 

|/М = Ф(м)-/Ме(М. (1)

где

и'= 11 + 0(11!— и, а); ux = щ— а(иг— и, а), du = duxduyduz.
В системе координат с осью z, направленной по щ — и, вектор а имеет 
составляющие ах = cos е sin 0, av = sin е sin 0, az = cos 0; В (| u — Ui |, 0) — 
неотрицательная функция, которая однозначно определяется законом меж
молекулярного взаимодействия. Положим
п = f (и, 0) du, nU = u f (и, 0) du, s!jtnT = (u — U)2 f (u, 0) du,

Й Й £1

= п{^тГ exP{- m (u — U)2 {
2kT J ' (4)

С физической точки зрения естественно ожидать, что при весьма слабых 
ограничениях на начальное распределение и на закон межмолекулярного 
взаимодействия (т. е. на функции В) выполняется соотношение 
/(u, t) М(и) при оо. Эта гипотеза широко используется, однако спра
ведливость ее доказана, наоборот, лишь при сильных ограничениях либо на 
начальные условия, либо на функции В. Первые (и наиболее глубо
кие) результаты в этом направлении принадлежат Карлеману (*,2), ко
торый изучал газ, состоящий из упругих шаров (В — | и — щ | cos 0 sin 0).

На самом деле все результаты, сформулированные в (2), допускают 
естественное обобщение на более широкий класс функций В. Будем (сле
дуя (3)) рассматривать функции В, удовлетворяющие следующим усло
виям:

5(|и — Ui |, 0) = |и — u1|1_vpv(0) cos 0 sin0, 
■у е [0, 1), 0 < СОт + Pv(9) + Civ <

РД0) непрерывна на [0, л/2]. Описанные условия выполняются, если 
межмолекулярный потенциал имеет вид U = Kr~s, s > 4, во всех столкно
вениях, за исключением скользящих, а скользящие столкновения происхо
дят по законам взаимодействия упругих шаров. Тогда справедливы сле
дующие утверждения.

800



Теорема 1. Пусть /о (и) — непрерывная функция, удовлетворяющая 
условиям

fo (и) > 0, sup /0 (и) (1 + и2)*'2 < ОО,
ие!)

п/2
хД>тах15, 2 + 2 sup pY (9) I ? PY (9) cos 9 sin 9 йб] (5)

L te[o, л/2] L J J J

Тогда при всех положительных t существует решение уравнения Больц
мана (1), непрерывное по и в Й и удовлетворяющее условиям

/(и, 0) = /о(и),
0^/(и, i) ^с(1 + +) -к/2, (6)

где с — постоянная, не зависящая от t им. Не существует другого решения 
уравнения (1), имеющего те же начальные условия и удовлетворяющего 
на каком-нибудь промежутке [0, ij, h > 0, условию

1/(и, 0| <67(1 + и2)-’"'2.

Теорема 2. Если /о (и) 0, то в условиях теоремы 1 для любых е,
/о, ii таких, что к > 0, 0 < t0 < оо существует постоянная 
К Кt,, е) такая, что

/(и, 0 > ехр{—К(Д + u2)i+e} при t е [i0, fi].

Теорема 3. В условиях теоремы 1 для любого положительного е су
ществует такое положительное число 6(e), не зависящее от t, что

l/(u, t) —f(v, t) I < e,

если | и — v| < 6(e), и e Й, v e Й, t e= [0, oo).
Теорема 4. В условиях теорем 1, 2 равномерно по и (и Е Й)

/(и, t) ->■ М(и) при i^-oo.

Если молекулы взаимодействуют как упругие шары, то условие (5) 
равносильно неравенству х > би теоремы 1—4 равносильны соответствую
щим теоремам Карлемана (2). Приведем схему доказательства сформули
рованных теорем.

Доказательство теоремы 1 основано на использовании идей Карлемана 
и следующих лемм.

Лемма 1. Если 0 +/(u, Z) + а(1 + к3) “■'+ х > 5, у Е [0, 1]> 
е Е (0, 1), то

2л Г sup Р (0)1 V/ (ui, t)dui
Uero^/2] Y J .} „

d) ( f \ c'___________________В_____________ I- k a“
' "" (z — 2) (1 + M2)*/2-(l-Y)/2 + (1 + и2)x/2 ’

7t/2
Q (u, f) > (2л PY (9) cos 9 sin 9 |e1-'Y|u (1”v ^/(Ui, i) dux—

о a

a

Лемма 2. Пусть /(и, f) —непрерывное решение уравнения Больц
мана, удовлетворяющее для некоторого положительного h условию

«/(и, i) сД/Д (1 + и2)~х/2 при/Е[0,/Д. (7)

5 ДАН, т. 202, № 4 801



Tosdal(i-y) <C,,Z(a) < C2(l + Z(a — 1 + y) ],
I (a) = sup \ f (uj t) | u — Uj |_a du1} 0 a 3, 

te[o, h] J
где Съ Cz — постоянные, не зависящие от С.

Лемма 1 позволяет построить решение уравнения (1), удовлетворяю
щее условию (7) на достаточно малом промежутке времени [0, ij. На 
основании леммы 2 доказывается, что всякое непрерывное решение, удо
влетворяющее условию (7), удовлетворяет и условию (6). Поэтому по
строенное решение можно продолжить на любой конечный промежуток 
значений t. Теорема 2 доказывается почти так же, как соответствующая 
теорема Карлемана; то же можно сказать и о теореме 4, но в последнем 
случае существенно используется теорема 3. Однако доказательство анало
га теоремы 3, по-видимому, было доведено Карлеманом до конца лишь для 
случая, когда начальное распределение зависит только от |u — U| (см. (2), 
стр. 65). Поэтому остановимся на нем несколько подробнее. Обозначим че
рез Н класс функций Л (u, t), которые непрерывны по и в любом фикси
рованном шаре |u| /7 < оо равностепенно по t при is (0, оо). Ясно,
что для доказательства теоремы 3 достаточно доказать, что /(u, t) е/7. 
Через Ci будем обозначать постоянные, зависящие только от начальных 
условий и у. Можно доказать, что (?(u, t) > 7Л > 0. Используя это нера
венство, уравнение (1) и теорему 1, получим

sup | / (u, t) — / (v, t) К С4 { | / (и, 0) — / (v, 0) | +

+ I Q (и. t) — Q (v, 01 + | Ф (и, 0 — Ф (v, *)|}.
Очевидно, что /(и, 0) е Н и (?(и, 7) е Н. Следовательно, доказательство 

теоремы 3 сводится к доказательству соотношения Ф (u, t) е Н. Заменой 
переменных функция Ф (u, t) приводится к виду

Ф (u, t)= \ f (их, 0 g (и, Uj) Ф (и, их, 0 dulf (8)
Й

где
g(u, Ui) = |и — uI|-(1+v)p( — и1г| |и — щ]-1),

P(z) = P(arccosz) |z|~v, 
ф(и, их, О == § Ж t)da(u, щ),

EUU1
£ии, = {q: (q — и) (щ — и) =0},

ЙО (и, и,)—элемент площади на плоскости Пусть D =
= {и, иг. |щ — и12| > 6I( |и| Ri, |щ| ^Ri}. Через Н(£>) обозначим 
класс функций Л (u, и15 7), которые непрерывны по и равностепенно по t 
при ie [0, оо), (и, и() е /9 и любых фиксированных положительных д4, 
Rt. Нетрудно понять, что Ф(u, t) е Н, если ф(и, иь 0 ей(D). Пусть R2 — 
некоторое фиксированное положительное число. Положим

е = -^ + ^2Л2, g(« = -Z?2+12S2, г = 0,1,..., и;

kik (u) = {q: q G 7?UU1, gW < qx < дФ1), gW < qy^ g(*+«}, 

Фи(и, U1, 0= fti, t)do(u, ux); Qik = Q (4ik, t),

За счет выбора R, величину |ф(и, ub t) — у, фЛ(и, ub t) | можно сде- 

лать сколь угодно малой равномерно по t. Поэтому достаточно доказать, 
что фа (и, иь t) е Н (D) при всех г, к.



Из уравнения (1) следует неравенство
4

I (u, ип t) — ffik (v, U1, t) I < C5 2
2=1

где
Rik = | <Pift (U, un 0) - q>u (v, un 0) |,

к® = Ж 0[Qik— <2 (q. 01 da(u> ui) •
~i'k (u)

Rik = Ж 01 (Ж 0- СЖ(М1) .
Aik (v)

oU) _Лис — J O(q, tjdolu,^—

Д1А (“) Aik (v)

Ф (q, t) da (v, Uj)

Поскольку Q (u, t) по любому положительному e можно найти такие 
числа п(/?2) и б, не зависящие от t, что при всех (u, и4) е D и t из (0, оо)

3

2 Rik < S (1 < г О, 1 < к с п, п>п (Т?2)),
i=i

если |и — v| <6. Поэтому достаточно доказать, что

Q(q, t)da(u, (9)
^ik <u>

Используя равенство (8), получим

O(q, Z)do(u, Uj) =
^ik (“)

= J К/(Ц, t)g(q, vj I J Ж f) £ЙЖ'T)’] dvjdo(u, ui)- (10) 

д24 (u) £1 -Eqv,

Справедливость соотношения (9) доказывается путем перехода в правой 
части (10) от поверхностных интегралов к семикратному по переменным 
дх, За» vi» Р*» Ру и введения в последнем новых переменных qx, vt, р. Теоре
ма доказана.

Ленинградский государственный университет Поступило
им. А. А. Жданова 19 VI1971
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