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1. В задаче рассеяния для операторов Шредингера

Н ——А + <?(ж), Img —0, На — —A, х е Rn, (1)

существование полных волновых операторов (в.о.)

W± (Н, Но) = s — lim eitHe (2)

установлено для потенциалов q{x), убывающих при |а;|—► оо как i_', 
е > 0 (‘). Если же е<0, пределы (2) могут не существовать (2). Воз­
можность существования в.о. в этой ситуации обнаружил В. С. Буслаев. 
В работе (3) им доказано существование в.о. в модели Фридрихса с ядром, 
имеющим особенность степенного типа вне диагонали. Такого типа особен­
ности соответствуют, например, потенциалам вида q(x) = |rr|_v sin а|а;|, 
0 < v < 1 при п = 1.

В настоящей заметке доказано существование полных волновых опе­
раторов (2) для широкого класса «быстро» осциллирующих и, возможно, 
неограниченных при |х|->оо потенциалов. Наш подход к задаче состоит 
в построении ограниченного оператора Т такого, что оператор Q = НТ — 
— ТНо локально является ядерным. Это позволяет доказать существование 
обобщенных в.о.

W+ (Н, H0) = s- limе«нТе~^. (3)
>+оо

Кроме того, оператор I — Т оказывается локально вполне непрерывным. 
Отсюда следует существование полных в.о. (2) и их совпадение с опера­
торами W±T(II, Но).

Отметим, что такой подход к задаче рассеяния для уравнения Шредин­
гера был предложен авторами в работе (4), применительно к медленно, 
убывающим и неосциллирующим потенциалам. При этом конструкция 
оператора Т в настоящей заметке существенно отличается от использован­
ной в (4).

2. Обозначим г = | х |, Аг — редиальная часть оператора Лапласа, а — 
= г~'х, Ак— оператор Лапласа на единичной сфере А”-1, <•, ■>—стан­
дартное скалярное произведение в Rn. Относительно потенциала q(x) = 
= q (г, а) сделаем следующие предположения.

А) потенциал q(x) является вещественной непрерывной функцией, и 
существуют конечные пределы

N
o(,x)=lim^ a)d^, (4)

т
N

Ф(т)= lim Гп+М, «)£ (5)
N-►00 J
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В) функция Ф (х) дважды дифференцируема при г г« > 0 и при 
г —> оо выполняются оценки

УФ (я) =0(1), ДаФ(ж)=О(г2). (6)
Отметим, что функция Ф (х) удовлетворяет уравнению

ЛгФ(ж) = q(x). (7)

Введем в L2(J?n) оператор Т: Д

(Tf) (х) = Т(х) -f(x), Т(х) = ефп(х\ Фп(а:) = Ф(х)ц(х); (8)

здесь т] (х) — гладкая функция, равна 0 при г г0 и 1 при г rt > r0. 
Очевидно, что операторы Т и Т-1 ограничены.

Теорема 1. Пусть выполняются условия А) мВ).
Тогда дифференциальный оператор Н самосопряжен на области

®(Н) = Т®(Н0), $(Я0) = (9)
Доказательство является модификацией известного рассуждения 

Т. Като (5). Достаточно убедиться, что при некотором т> 0 операторы 
H±ir отображают 3)(Н) на все L2(Kn). Воспользуемся тождеством

(Н±п)Т = T[I + T~lQ (Но ± ir) -1] (Но + ir), Q = НТ — TIT. (10) 

В силу самосопряженности Но на 3) (Но) операторы Но ± 1т, т > 0, ото­
бражают Н)(Н0) на все Ь2(Нп). Остается проверить, что второй сомножи­
тель в правой части (10) обратим при некотором т > 0. Для этого доста­
точно показать, что

Ц7’-1^(^о± гт)-1!! < 1. (11)
Прямым подсчетом проверяется, что оператор Q действует на функцию 
f е W2 как дифференциальный оператор первого порядка

(<?/) (*)=«?.(*), V/(<r)> + ^2(;r)/^), (12)
Qdx)=-2T(x)^<Ho(x), (13)

Q2(x) = T(x) [—АФДж) + q(x) — (УФл(ж))2]. (14)

При г > л <2г(ж) принимает вид

Qz(x) = Т(х) [—г“2АС(Ф(ж) - (УФМ)2]. (15)

В силу условий А) и В) функции Qi(x) и Q2(x) ограничены при всех 
х. Отсюда следует справедливость оценки (И) при достаточно большом 
т > 0. Теорема доказана.

3. Предположим, что вместо В) выполняется более жесткое условие:
В,) функция Ф(а:) дважды дифференцируема при г г0 > 0 и при 

г-^-оо справедливы оценки

V®(j) = 0(r"-'), АаФ(ж)= О(г-и+2-Е), s > 0. (16)

Теорема 2. При условиях А) и Bi) существуют полные волновые 
операторы (2).

Доказательство. Обозначим через Ео(-) спектральную меру опе­
ратора Но. Из условия ВД и формул (12) — (15) следует, что

Ql2(x)= O(r~n~e), г-+оо, (17)

поэтому для любого ограниченного интервала Л оператор QE:i(A) ядерный 
(6). Далее

1 - Т(х) = О(г~й), б > 0, г—>оо. (18)

Отсюда стандартными рассуждениями доказывается, что для любого огра­
ниченного интервала А оператор (I—Т)Ео(Л) вполне непрерывен в
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L2(R”). Теперь из теоремы 5.2 работы (7) следует, что существуют преде­
лы (3) и операторы W±T(H, Но) осуществляют унитарную эквивалент­
ность оператора Но и абсолютно непрерывной части Н.

Известно, что для любого вполне непрерывного оператора А

s — lim Ае~iiH<> = 0. (19)
♦ ’-оо

Поэтому одновременно с W±T(H, Но) существуют пределы (2) и имеют 
место равенства

Ж±(Я,Я0) = И^(Я,Я0). (20)
Теорема 2 доказана.
Существование пределов (3) может быть установлено при условии, что 

при г —> оа
VO(;r)= О(г‘“!), АаФ(т)= О(г1_Е), е > 0. (21)

В этом случае па плотном в L2(Rn) множестве функции f(x) легко прове­
ряется оценка

, б > 0, (22)

которой достаточно для существования пределов (3). Оператор I — Т ло­
кально вполне непрерывен. Следовательно, существуют пределы (2) и 
справедливы равенства (20).

Пр и м е р ы. Условия, при которых справедлива теорема 2, выполня­
ются, например, для потенциалов

Я (ж) = Ф («) етк sin егТП,

q2(x) = ср (a) sin г”, m > п + 1,

где ср (а) — гладкая функция на сфере 5я-1.
Авторы выражают благодарность В. С. Буслаеву за ценное обсуждение 

результатов работы.
Примечание при корректуре. После того как эта заметка была отправ­

лена в печать, авторам удалось получить новые результаты о спектре опе­
ратора (1) с быстро осциллирующим потенциалом. В работе М. И. Скрига- 
нова (сдана в печать в «Труды Математического института АН СССР, 
«Наука») для таких операторов получены признаки конечности отрица­
тельной части спектра и отсутствия положительных собственных значений. 
Кроме того, для некоторого класса быстро осциллирующих потенциалов 
описана полная система собственных функций непрерывного спектра опе­
ратора (1). В работе В. Б. Матвеева (сдана в печать в сборник «Проблемы 
математической физики», изд. ЛГУ) при п = 1 предложено обобщение 
конструкции оператора 71, позволяющее провести доказательство сущест-1 
вования и полноты волновых операторов (2) для более широкого класса 
осциллирующих потенциалов.
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