
Доклады Академии наук СССР
1972. Том 202, № 4

УДК 519.21 МАТЕМАТИКА

Я. Ю. НИКИТИН

ОЦЕНКИ СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ В НЕКОТОРЫХ ПРЕДЕЛЬНЫХ 
ТЕОРЕМАХ И СТАТИСТИЧЕСКИХ КРИТЕРИЯХ

(Представлено академиком Ю. В. Линником 5 VII 1971)

1. Рассмотрим к независимых выборок с объемами п2,..., пк, извле­
ченных из совокупностей с функциями распределения Ft, F2, .., Fk. Пусть 
5„„ Sn„ Sn]i— соответствующие эмпирические функции распределения, 

й
п = 2 — заданная функция распределения. Для проверки гипо-

4=1
тезы о том, что F. = F> = . .. ~ Fk = G в математической статистике ис­
пользуются критерии, основанные на изучении статистик

k
Т\ = sup 2 ni [S„- (*) — G (ж)12,

х j=i

“ОО /=1

п, [5nj (ж) — G (x)]2dG (х).

Хорошо известно, что какова бы ни была непрерывная функция рас­
пределения G, распределения статистик Тп2 и И\2 не зависят от G и схо­
дятся при Hi, п2, . . . , к некоторым предельным распределениям.
Вид этих распределений найден Кифером (*). Им показано, что

lim Р{Тп<С.х} = Ак(х) = 
Пх, Пг, ..., >со

4 V (Т(й-2)/2, s еХР <- (V(7г-2)/? s)’J/(2^))
Г(/с/2)(2Ж)^ [Jk/2 (Y(ft_2)/2> s)J2

где yv, з — s-й положительный нуль бесселевой функции К(х), и что

lim P{W2n<x} = Bk(x) =
Пъ п2„ п^-*00

2(^+1)/2
V»Zkli

V г (•’ + V2) 
я! Г (к/2) s=0 4 ’

exp (— 2 (s —) • D(k—2)/а I 2я + fc/4 
\ Уа >

где Dv(x) — функция параболического цилиндра.
Представляет интерес оценка скорости этой сходимости. В случае од­

ной выборки объема п оценка
sup I Р {Т2п <ж} — Л(ж)| =

вытекает из асимптотического разложения для ТА, полученного Чжан Ли- 
цянем (2). Изучая скорость сходимости распределения статистики W 2 к 
ВАх}, В. В. Сазонов (3) получил последовательно оценки О(п~,/‘»+е) и 
О(п-1/е+Е), а Розенкранц (4) оценку О (log3/a п/пА) и высказал предполо­
жение о возможности ее улучшения до О (log3/2 nlri’*). В рассматриваемом 
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случае к выборок удалось получить следующие оценки:
k

sup IР {Tn < х} — Ak (ж) I •< Ci (к) ■ 2 log’/4 щ/п/‘,
x i=i

k 
sup | P {Wn < x} — Bk (ж) | ■< C2 (к) • 2 log74 Щ/ч?,

где Ct (к), Cz(k)— некоторые постоянные, зависящие только от к. Приме­
няемые при доказательстве методы сходны с методами (4) и основывают­
ся на теореме А. В. Скорохода (5) о представлении сумм независимых 
случайных величин через значения процесса броуновского движения в 
случайные моменты времени.

2. Основываясь на представлении Скорохода, удается получить оценки 
скорости сходимости в некоторых предельных теоремах для функционалов 
от сумм независимых случайных величин. Пусть |>2,..., ^„ — независи­
мые одинаково распределенные случайные величины с нулевыми средними 
и единичными дисперсиями, S„ — 0 < а < 1, w(t)—процесс

i=i
броуновского движения. По принципу инвариантности

1
Я

lim Р { min Sk х У п] = Р { min w (t) х} — 
п-»оо [ап]< /гСп

limP{^+^ +----- Ь$<“2} = pK|w(Z)|2dZ<a:
n~*oo I ‘

О
х/2 п/2

=$ u~'hdu S(cos tr'h^ (4 ’ехр (- 4-)) dt> 
' о о

оо
где Мм) = |[2 2 (~ 1)* «in (2к + 1) z

L k =0

Впервые эти теоремы были доказаны соответственно в (в) и (’). 
Предположим теперь, что Е|^|2+6 < сю для некоторого б е (0, оо).

Тогда могут быть установлены следующие оценки для
An = sup|/’{ min Sk> х~Уп} — Р{ min w (4) х} |:

х [ап]<7с^п а<(С1

при 0 < 6 2

при 2 <' 6 йС 3

при б > 3

А„ = О (log п) (5+2)/2(6+3));

А„ = O(n-<’+2)/‘(5+3) (log (0+2)/2(5+3)} .

А„ = O(7Z_'/4(log/z)!/4).

Постоянные в этих оценках зависят только от а и Е l^i |2+s.
1

Оценки для sup | Р {5? Н------- J-52 < жи2} - Р К | w (i) |2 dt < ж} | отлича-

ются от них только порядком логарифмического множителя, который сле­
дует увеличить везде на ’/г.

3. Оказалось, что метод А. В. Скорохода применим и к многомерным 
предельным теоремам при наличии некоторых ограничений на распределе- 
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имя слагаемых. Здесь мы дадим оценку скорости сходимости в многомер­
ном варианте граничной задачи для сумм независимых случайных векто­
ров. Для простоты рассматривается двумерный случай.

Пусть Х;=(£;, гр), i = l,...,n,— последовательность независимых 
одинаково распределенных случайных векторов со средним 0 и матрицей 

п
ковариаций В, S„ = 3 Х:, £(£)— винеровский процесс, определяемый ха- 

1= г
рактеристической функцией

Ее^- ВД) = exp (- ~ (Bz, z)) , z е В2,

Г — кусочно-гладкая поверхность в В2 X [0, 1], ограничивающая некото­
рую область £>, сечение которой уровнем t е [0, 1] мы обозначим 
Как доказано, например, в (8),

lim Р | _ Л)г ЕЕ S)k/ni к = i, ..., п\ = Р (|(i) ЕЕ О 1 <;'Е 1}.
п—оо (. У п J

Наложим на поверхность Г следующие ограничения :
■ а) (0, 0) е \
б) все сечения S)t — выпуклые множества;
в) кривые, образующиеся при пересечении Г с плоскостями, проходя­

щими через ось t, удовлетворяют условию Липшица с константой К.
От случайных векторов1 X, мы потребуем, чтобы регрессия одной ком­

поненты па другую была линейной, т. е. чтобы п.н. £’(gi| tj;)= агр, где а — 
некоторая постоянная.

Тогда имеет место следующая
Теорема. Пусть 7?|£;|2+3 = (ц < оо, 2?|тр|2+3 = Ъ2 ■<_ оо для некото­

рого б е (0, оо) и выполнены все условия, наложенные нами на Г и рас­
пределение

Тогда
Р — Sk ЕЕ SCkfm к — 1, • • ч — Р {В (0 ЕЕЕ 0 t 1} | ^С3фп,

где С3 — постоянная, зависящая от К, 6, bi и Ь2, а порядок убывания 
по п величины <р„ точно такой же, как и для рассмотренной выше величи­
ны А„.

Если же длины случайных векторов Х; ограничены с вероятностью 1 
константой С, то

р а = 1, ....

log п
п

где Ci — постоянная, зависящая от К, б, С.
Аналогичная оценка может быть получена и в случае большего числа 

измерений. При этом константы С3 и С4 будут, разумеется, зависеть и от 
размерности пространства.
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