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Формула для среднего числа пересечений уровня реализацией диффе­
ренцируемого случайного процесса широко используется для приложений 
в статистической радиотехнике (*, 2). В интересной по замыслу работе (3) 
была сделана попытка получить асимптотическую формулу для аналога 
среднего числа пересечений возрастающего уровня реализацией гауссов­
ского стационарного процесса без обязательного требования дифференци­
руемости. Однако эта работа содержала существенную ошибку. В настоя­
щей работе исследуются определяемые ниже 4-точки выбросов вещест­
венных однородных гауссовских полей = £(t), te R", за неограниченно 
возрастающий уровень и f сю.

Для формулировки условий и результатов введем следующие обозна­
чения. t = (Ъ,..., tn)', h,. .., lk — определяющие разбиение, lt = 1, 2,.. . 

к _
..., 2 щ V = (1;,+tll+(t|2 = t-tz, для а 

i=l
а’ = (а,, .. ., а,)' е R\ 0 < а, 2, i = 1,. . . , &. Для векторов t. s <= ТЕ 

It
введем t*s= ..., i„sn), |t|a — 2 u-— вектор из R’\

i=l

if- = Rli, An(t) = {u : i = l,...,n},

An(t) + s = {u: ue /?", s, ii; s, + tj, i — 1, . . . , n}.
— множество узлов решетки, образованной вершинами; k * t + A„(t), 

к = (Ад, . . . , кп)/, ki = 0, ±1, ±2, . .., К-. k(t) = {s: kdi sE s, (k,: -|- l)f, 
i = 1, . .., n}; ^„(t) — множество вершин A„(t).

Предполагаем, что гауссовское поле = 0, r(t) = Eus^s + t,
|r(t)|< 1, |t| > 0, удовлетворяет следующим условиям: существует не­
вырожденное линейное преобразование С в 7?л; определяющие разбиение 
числа Ц, . . . , 1к, (ii > 0, . . . , сц > 0 такие, что для 0 < Д < оо, г = 1, 2,

r(Ct) = l-|t|a + o(|t|a), ^*5,^4 |t|<8. (1)

Для простоты записи при доказательствах предполагается, что С = / — 
единичная матрица. Для гауссовского поля %4 (\ 5)

= 11| a, COv{x(ti), X(t2)} = | Ь| а + |t2|a — | Г — t2|a. (2)

Пусть gj — гауссовские случайные величины, = 0, Eg,2 = 1, 
Е^г = r, i — 1, 2; тогда для х 2> 0, h > 0,

ф (ж) = e~x2l2, Y (х) = х хф (х),

выполняются неравенства (3) 
¥(ж)(1-ж-2) ^Ф(ж)

ос сс

ф (,г) = <р (u) du, R (х) = Ф (w) du
X X

R(x)^e-X, И(х) ^х-^(х), (3)
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P + h}s^r 1_|/1 _ г2^Т(ж) (5)

Лемма 1. Пусть (1) выполнено, тогда

lim Р {со (Кп (ий * Т)) > п}(>Р (и))’1 = На (Т), (6)

где со (А) = sup Ct, Т = (Т,.. ., Т)' е Rn, Т > О,
teA

На (Т) = 1 + \ esP f max X (t) > Л &< оо. (7)
о (T) J

Схема доказательства. Для фиксированного Ъ < и имеем

Р {и (Кп (и- *Т))>и} = Р{Со>“} +
~г Р (So < Ъ, со (Кп (и- * Т)) > и} + Р {Ъ < Со < и, со (Кп (и- * Т)) > и}. (8)

Из (3) находим асимптотику первого слагаемого (8). Пусть а0 = 
= min(at, ...,а„), 2_“»/2 < <Z < 1,

в и (t) = {So ь, Ct > U — 1/п},
Bu.m (t0, tv t2) = {Ct„ < &, St, > « — dm+1/U, Ct2 < u — dm!u}.

В этих обозначениях имеем

Оценку P{Z?u(t)} и P{BUym (0, t, s)} получаем, используя (5) и (1). Ряд 
из вероятностей событий в (9) сходится равномерно по и, а каждое сла­
гаемое есть о(Чг(п)), т. е. второе слагаемое (8) оказывается о(Т(п)). Для 
%u(t) = u(C(u-*t) — и) — s имеем

р {Ь < So < и, со (Кп (и- * Т)) > и} = 
и (Ъ-и)

= (и) С es-s7(-2u4pf max Xu(t)^s|So = w--------—}du. (Ю)
O [tsKn(t) “ J

Утверждение леммы следует из того, что при и f оо для | h | < е и любого 
фиксированного t, Ls > О

— x(t) |2|So = u+ Z- } ->0,

E -jj Xu (1 + h) — Xu (1) |21 So — u H——| Z3 I h |a.

Л e м м a 2. Существует предел
И (T)

Яа = 1пп—(11) 
Tfoo 1

Лемма 3. Если выполнено условие (1), А— измеримое по Жордану 
множество положительной меры v(A) >0, diam А е, то найдутся та­
кие Li > 0 и а > 0, что

k
lim Р {со (А) )> и} {{J u^i^i'V (u) v (А)}- 1 >

i=i

>а-"(1- 2 Ф(/Р4| к |аа“»))
к,^=0

1=1, ...,п

(12)
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Пусть Na(и, a), Na(u, а) = числа прямоугольных параллелепипедов 
решетки 31 (и-* а) соответственно входящих в А или имеющих с А общие 
точки,

k k
lim/VA(u, а) И (irili!ai) ап = lim NA (и, а) II (u~ililai) ап = v (Л). (13)
«too i=1 «too i==1

Теорема 1. Если однородное гауссовское поле удовлетворяет (1), 
то для любого измеримого по Жордану множества A, х(Л) > О,

lim - = Яа | det С Г1 v(^)> О- (14)
Мо° [J (u2iA)Y(u)

г=1

Пусть Кк = КП1 к(и~* Т). Из (13) при а = Т имеем

Р{а>(4)>н}^Р1 U со(Як)>и'1<Яд(и,71)Р{о)(Я0)>М}. (15) 
\к,КкГ}А^ф J

Положительность нижней оценки следует из (12). Используем неравен­
ство

Р{а (А)>и] >ЯА(н,7’)Р{й)(Я0)>«} —
— N А (и, Г) 2 Р {« (^о) > w, и (Як) > и}. (16)

к/0

Сначала рассматриваем лары Ка и Кк, не имеющие общих граней, где 
имеем

Р {и (Ко) > и, (О (Як) > и} <
оо

< 2 22mn-nmax Р {B“m (t0, t1( t2)}, (17)

где 1..е.й,(2>"и-Л) Г) АА, tIe^„(2''"ui*T) f) Кк, t2estI+JSfn(2~'?!-1u- *Т). 
Можно подобрать N (к, Т), таким образом, что оценивая P{7?“m (t0, t4, t2)} 
при m^N{k, Т) из (4) для gf — £(tf), i = 0, 1, а для m > N (к, Т) 
из (5) для = £(t,), i = 1, 2, получаем для некоторых 0 <2 Д < оо, 
i = 5, 6, что

Р{и(Я0) > щ а(Як) > и} Tr(u)L5exp{-Ls |к\аТ^2}. (18)
Разбивая пары со смежными гранями на параллелепипеды с вершинами в 
узлах Т), Тм = (Г / М, ..., Т / М), с достаточно большим целым М
и оценивая отдельно вероятности одновременного выхода за и для вновь 
полученных пар параллелепипедов со смежными гранями и без них, исполь­
зуя (17) и (18) получаем, что вычитаемое в (16) при предельном пере­
ходе и f оо, а потом Т f оо несущественно. Таким образом, справедливо вы­
ражение (14).

Обобщение на поля е-точек, использованных в ( !, 6), можно делать мно­
гими способами. Множество А (Л сдЯп) назовем ловушкой для £t, если 
в нем выделена особая точка tAe Л, причем для любого s такого, что 
tA+s S?=A, tAА + s, следует, что | tA — tA+s | рА > 0. Ограничимся про­
стейшими ловушками Аа с особыми точками t(n) = (Уг®,.. • , ’/гЩа), а, > 0,

Аа = {t: 0 ti с ; a, i = 1, . . . , п — 1, 0 < tn <2 a} (J

U {t: 0 ti а, i — 1,. .. , п — 2, tn = а, 0 < tn-t < l/2a} U ...

• ■ • U {0 '■< ii < ’Аа, tn = a, tn~i = . . . = £2 = V2a} t(a).

Точку t назовем Ла-точк о п в ы б р о с а за и, если
& = и, А < и, s е {Аа + (t — t(0))} \ {t}, рА > а.
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Пусть pa(u) —интенсивность SAa— случайного точечного множества 
(7) Ла-точек.

Теорема 2. Если выполнены условия (1), то
k

lim [ха (и) I (Т (u) {J zz2/i/ai) = Яа | del С |_1. (19)
“t°° i=i

Поскольку Ла-точки не могут быть близки друг к другу, то достаточно 
исследовать асимптотику по и j оо P{SAa Г)Ап(б) =/= ф}, 2^п8 < т.
Для Аа, в = {©(An(a) \ [А'„(б) + t0,9]) < и, ® (Ап(б) + t,.?) > к}, 
Вй = U {и(А„(б)) > и, со(А/(б)) > и}, где (J берется по всем К„'(8) на 
узлах решетки 5?„(б), имеющим смежные грани с А,, (б), а 
* _ / « — а — 
*а,8 »••• » 2 ’

■^а+8,8 {Ала П Кп (б) + ta>8 =f= ф} С Аа-Ь,8 U 5S. (20)

Аналогично выводу теоремы 1 можно показать, что Р{В6} = к
= о(Ц иг11,аА¥ (и)). Это вместе с (20) и (14) дает (19).

2=1
Заметим, что в выраженном случае сс = 2, i — 1,.. . , к, (см. (8) )

Я« = (2Я)'Т/<1«||-^||

Московский государственный университет Поступило
им. М. В. Ломоносова 9 VII1971

б), имеем
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