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В настоящей работе вводится понятие компактности по модулю идеала, 
доказывается аналог леммы Александера и обобщается теорема Тихонова 
о бикомпактности произведения бикомпактных топологических про­
странств; устанавливается связь введенных /-компактных пространств 
с //-замкнутыми пространствами и рассматривается один класс //-замкну­
тых расширений, включаемый в общую схему компактности по модулю 
идеала.

Напомним, что непустое семейство / подмножеств множества X назы­
вается идеалом, если / удовлетворяет условиям: 1) если А е/ и В сА, 
то В е /; 2) если А, В е /, то A U В е /.

Чтобы исключить тривиальный случай совпадения идеала с множест­
вом всех подмножеств множества X, обычно предполагается, что X I.

В топологии наибольший интерес представляют идеалы, построенные 
по какому-либо топологическому свойству подмножеств топологических 
пространств (наследственному и конечно-аддитивному). Например:

1) Р — идеал нигде не плотных подмножеств;
2) — идеал множеств первой категории,
3) s (т) — идеал подмножеств мощности т,
4) 5 — идеал подпространств со счетной сетью,
5) 5 — идеал подмножеств', лежащих в сепарабельных подпростран­

ствах,
6) Идеал подмножеств в нормальном пространстве таких, что 

dim [А] sC п.
Определение 1. Покрытие пространства X называется /-

покрытием, если из него можно выделить конечную подсистему 
/ТЯ],... , Ua , покрывающую все X, за исключением, быть может, некото-

п
рого множества, принадлежащего идеалу I, т. е. \ (J Ua.jE=I.

Определение 2. Пространство называется /-компактным пли 
компактным по модулю /, если любое открытое покрытие прост­
ранства является /-покрытием.

Компактность по модулю идеалов s(K») и S является, очевидно, усиле­
нием финальной компактности. Примером $(Хо)-компактного пространст­
ва является одноточечная финальная компактификация несчетного дис­
кретного пространства. Другой пример пространства компактного по мо­
дулю идеалов s(Ko) и |3 получим, если в бикомпакте без изолированных 
точек усилим топологию, объявив все счетные множества замкнутыми.

Пре дложение 1. Для хаусдорфовых пространств ^-компактность 
эквивалентна Н-замкнутости.

Это очевидно ввиду критерия //-замкнутости П. С. Александрова (*): 
хаусдорфово пространство X Н-замкнуто тогда и только тогда, когда из 
любого открытого покрытия {/’я}яс=л пространства X можно выделить ко­

нечное число элементов Vа„ ... ,VBjl, так что Х= IJ [/7а.].
i=l

В дальнейшем, говоря об //-замкнутых пространствах, мы будем иметь 
в виду и использовать только это свойство покрытий. Покрытие простран­
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ства, не являющееся /-покрытием, будем для краткости называть /-покры­
тием.

Лемма Александера для /-покрытий. Пусть 31 — открытая 
предбаза топологического пространства X. Если в X имеется открытое I- 
покрытие, то найдется 1-покрытие, составленное из элементов §1.

Доказательство почти точно воспроизводит доказательство классической 
леммы Александера (3).

Действительно, обозначим через ЭД совокупность всех /-покрытий X. 
По предположению, SJI =/= А. Пусть {Ра} — монотонная трансфинитная по­
следовательность элементов из ЭД (т. е. Ра cz Ра> при а <«'). Тогда 
(UPa)e2R. В самом деле, очевидно, U Ра — покрытие X. Это 7-покрытие, а а
так как в1 противном случае оно содержало бы конечное число элементов 

п
Gt,... ,Gn таких, что (X \ U G,) е /. Но тогда существовало бы Рр, что 

1=1
Gi е Р~? для каждого i — 1,..., п, а поэтому было бы Р$ ЯП, вопреки пред­
положению. Из доказанного свойства ЭД следует, в силу леммы Цорна, что 
ЭД содержит максимальный элемент. Обозначим его через Р. Таким обра­
зом, если И открыто и И Р, то существуют Gt, . .. , Gn е Рп, так что

X\(HUGiU...UGn)e/.
Покажем, что семейство открытых множеств, не принадлежащих Р, 

является фильтром. Пусть Иб—Р, i = 1, 2. Тогда
X\(Z/1UGiU...U^) = n1eZ, Gke=P,
Х\(Я2иТ1и...иТи) = А2е/, Х~Р, j =

Рассмотрим Х\((Я1 Я2) U Gi U • • • U G„U U • • • U = В. Легко
видеть, что Я с U П2, а поэтому В е /. Следовательно, Hi |"| Я2 Р.

Если Я Р, Я cz G, то легко видеть, что G Р.
Таким образом, доказано, что совокупность открытых множеств, не 

принадлежащих Р, образует фильтр.
Для доказательства леммы достаточно показать, что 31 Р является по­

крытием.
Пусть х0 е X. Так как Р есть покрытие, то существует G Р такое, 

что х0 е G, а так как 51 есть предбаза X, то существует конечная система 
Я«, ... , Я„ элементов 51 такая, что х0 е IE f] Я2 Q ... f] Я„ czG. Следова­
тельно, существует i такое, что Н^Р, так как иначе Я4 П • • • П Я„ОЁ Р, 
а тогда и G6£P, вопреки предположению. Таким образом, Xo^ Hi e8lf| 
П Р и, следовательно, 81П Р является покрытием X. Лемма доказана.

Замечание. Пусть / — идеал в X и Q cz I. Можно рассмотреть сле­
дующее свойство: для всякой системы {Яа} открытых множеств с услови­

ем (X \ U Ua) е Q можно выделить конечное число элементов Ua„ ..., Uajl 
а

п
таких, что (Х\ (J Яа-jGE/. В случае, когда семейство Q наследственно, 

например, является идеалом, доказательство соответствующей леммы о 
предбазе аналогично.

Обобщенная теорема Тихонова. Пусть {Xs: sc.4}—се­
мейство топологических пространств, причем каждое Xs компактно по мо­
дулю идеала 1г в пространстве Xs. Пусть I — некоторый идеал в X = 
= П X, такой, что ns~i(E')czI для каждого s А, где лд: Х--^Х,— 

seA
проекция (т. е. идеал I мажорирует идеал, базу которого составляют «ци­
линдры» над множествами из идеалов Is).

Тогда X 1-компактно.
Доказательство. Пусть у — покрытие X из элементов стандарт­

ной предбазы. В силу доказанной леммы достаточно найти конечное число
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Ui, i = 1,..., n, элементов этого покрытия таких, что X \ U I. Для 
г=1

каждого So Е А обозначим семейство подмножеств V и XSo таких, что 
(F) е у- Тогда хотя бы одно из у, является покрытием Х„, ибо в про­

тивном случае, выбирая в каждом Ха по точке xs, не покрываемой ys, мы 
смогли бы найти точку в X, не покрываемую у, вопреки тому, что у — по­
крытие. Таким образом, найдется t0 е А такой, что у/0 является покрытием 

п
Xto. Тогда находим U^,... ,//„'» eyi, такие, что (X \ U СЛ'»)е/(„: рас- 

г=1п 
сматривая U,■ — ni°~l (Uty е у, получим (X \ U Ui)^I. Следовательно, 

г=1
X /-компактно.

Замечание. В случае идеала, состоящего только из пустого множе­
ства, получаем классическую лемму Александера и теорему Тихонова о 
бикомпактности произведения бикомпактных пространств.

Следствие. Произведение Н-замкнутых пространств Н-замкнуто.
Действительно, идеал нигде не плотных множеств, как и идеал мно­

жеств первой категории, обладает требуемым свойством «цилиндрично- 
сти». Полученное следствие хорошо известно (см., например, (3), где этот 
факт доказывается по-другому).

Отметим простой, но полезный факт: если пространство /-компактно 
и идеал / не содержит никакого открытого множества, то пространство |3- 
компактно, т. е. //-замкнуто. В частности, рассмотрение пространств, ком­
пактных по модулю идеала множеств 1-й категории, сводится к рассмот­
рению //-замкнутых пространств ввиду следующей простой теоремы.

Теорема. Если хаусдорфово пространство компактно по модулю иде­
ала & множеств 1-й категории, то X — Х4 U Х2, где Х4 П Х2 = А и Xt — 
множество 1-й категории, а Х2 — Н-замкнуто.

Доказательство. Пусть ХЛ — максимальное открытое множе­
ство 1-й категории в X. Такое существует в силу известной теоремы Бана­
ха (2): объединение открытых множеств 1-й категории есть множество 
1-й категории. Положим Х2 = Х\Х1. Х2 канонически замкнуто, Х2 = 
= [IntX2], так как если остаток X2\[IntX2] =# А, то, будучи нигде не 
плотным, он должен был бы войти в Х1; вопреки Xt П Х2 = А. Легко видеть 
теперь, что пространство Х2 компактно по модулю идеала своих подмно­
жеств 1-й категории, так как идеал & в пространстве X высекает на Х2 
идеал подмножеств 1-й категории. Поскольку в Х2 уже нет открытых мно­
жеств 1-й категории, то Х2 компактно по идеалу нигде не плотных в Х2 
подмножеств, т. е. Х2 //-замкнуто.

Рассмотрим еще один класс /-компактных пространств.
Определение 3. Хаусдорфово расширение 6Х пространства X на­

зывается относительно бикомпактным расширением, если' 
для любого открытого покрытия {//а}а=А пространства дХ найдется ко- 

п
нечное число элементов, покрывающих X, т. е. U Яа. о X. Иными слова- 

г=1
ми, 6Х компактно по модулю идеала подмножеств, лежащих в 6Х \ X. 
Ясно, что относительно бикомпактное расширение является //-замкнутым 
и регулярное относительно бикомпактное расширение бикомпактно.

Пр и м е р 1 относительно бикомпактного, но не бикомпактного рас­
ширения вполне регулярного пространства. X — открытый круг в эвкли­
довой плоскости, 6Х как множество точек совпадает с замкнутым кругом. 
Типичная окрестность точки х0 е 6Х \ X получается, если из обычной 
окрестности точки х0 в замкнутом круге с топологией, индуцированной из 
плоскости, выкинуть все точки граничной окружности, кроме, конечно, са­
мой точки Хо. Таким образом, на 6Х \ X индуцируется дискретная топо­
логия. Топология же в X остается обычной эвклидовой. Легко видеть, что 
6Х — относительно бикомпактное расширение X, не являющееся биком­
пактным.
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Пример 2. Я-замкнутое пространство, не являющееся относительно 
бикомпактным расширением никакого своего всюду плотного подмножест­
ва, получим, усилив топологию в обычном отрезке, объявив все нигде не 
плотные множества замкнутыми.

Используя обобщенную теорему Тихонова, получаем, что свойство: 
«пространство является относительно бикомпактным расширением неко­
торого своего всюду плотного подмножества» сохраняется при произведе­
нии.

Предложение 2. Относительная бикомпактностъ расширения 6Х 
эквивалентна условию', для любой центрированной системы подмножеств 
пространствах {Fa}af=A имеем всегда Q [Яа]5х =#= Л.

аЕЛ
Предложение 3. Если сепарабельное пространство X является би­

компактным относительно любого своего счетного всюду плотного подмно­
жества, то X счетно-компактно.

Таким образом, если X, кроме того, удовлетворяет первой аксиоме счет­
ности, то X — бикомпакт, так как счетно-компактное пространство с 1-й 
аксиомой счетности регулярно (‘).

Пример 3. Небикомпактное сепарабельное пространство X, являю- 
щёеся относительно бикомпактным расширением любого своего счетного 
всюду плотного подмножества. Как показано И. Паровиченко (5), каждый 
бикомпакт веса гС К' является наростом некоторого бикомпактного рас­
ширения натурального ряда N, и мы можем рассмотреть бикомпактное 
расширение bN натурального ряда, в котором наростом служит простран­
ство И всех порядковых чисел до первого несчетного числа сг>1 включитель­
но. Пусть Xi (i= 1, 2)—два экземпляра этого бикомпакта. Точки перво­
го будем обозначать (х, 1), а второго (ж, 2). Склеим Xi и Х2 по Q \{coj- 
Точнее, рассмотрим разбиение свободной суммы X» = Xt ф Х2, неодното­
чечными элементами которого будут двухэлементные множества вида а = 
= {(а, 1)} U {(а, 2)}, где а е й\{(1и}. Искомое пространство X получим, 
изменив, как будет описано ниже, топологию в точках (со1; 1) и (<Oi, 2) 
в фактор-пространстве. Через 02(р) обозначается окрестность точки р в 
пространстве Z.

Типичная окрестность точки (coi, i) в пространстве X выглядит так: 
Ох(о>1, i) — (OXi(<i>i, i)f] i)}, где — экземпляр натурального
ряда, вложенный в Х; так, что X,- = bN,. В пространстве X в точках (rof, 1) 
и (соц 2) нарушается регулярность и ясно, что X — не бикомпакт. Легко 
видеть, что пространство X Я-замкнуто. Пусть теперь А — произвольное 
счетное всюду плотное множество в X и у = {Ua} — произвольное откры­
тое покрытие. Докажем, что найдется конечное число элементов' из у, по­
крывающих А. Так как точки из А\ и Nz изолированы в X, то любое всю­
ду плотное множество включает Nt U N2. В силу //-замкнутости X найдет- 

п
ся конечное число элементов покрытия у так, что U Uai всюду плотно в 

п
X, и, следовательно A^iU^c U Ua.. Остается еще некоторое множество 

4=1 г
точек из А, лежащее в X \(Л\ (J А7,) и, возможно, не покрытое Uai = 
= 1,...,п). Но поскольку замыкапие любого счетного множества в X \ 
\ (Nt UX2) бикомпактно, то найдутся U*n+l ,.. . ,-Uan+k так, что A cz 

п-Н
cz U Uav что п требовалось доказать.

4=1
Механико-математический факультет Поступило

Московского государственного университета 10 VI 1971
им. М. В. Ломоносова
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