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МАТЕМАТИКА

М. А. СУБХАНКУЛОВ, Ф. И. АН

КОМПЛЕКСНЫЕ ТАУБЕРОВЫ ТЕОРЕМЫ ТИПА ТЕОРЕМЫ
КЕЛДЫША С ОСТАТКОМ

(Представлено академиком А. Н. Тихоновым 29 VI 1971)

Известна роль тауберовой теоремы Келдыша в спектральной теории 
(\ 2). В работах (3~7) нами были получены тауберовы теоремы типа Кел

дыша с неулучшаемым остатком.
Метод, примененный в работе (7), использующий локализованные фор

мулы обращения и принцип Фрагмена — Линделефа с привлечением не
которых дополнительных идей, связанных с многозначностью рассматри
ваемых функций, позволяет распространить результаты работы (7) на слу
чай двустороннего преобразования Стильтъеса.

В дальнейшем под уц и у2 будем понимать соответственно линии

|р| —с,(—х)г', х eg 0, Ci > 0,

| у | == с2жТ2, х Хс 0, с2 > 0, 0 т2 < 1,

а под у/* и у2‘ — соответственно линии
|у| = 2сД—х)\ х с 0; I у I = 2с,аЛ, х 0;

под кривой у (у‘) — понимать совокупность кривых Yi и у2 (уГ и у2*), т. е. 
Vi + 7г (71* т- 72*) •

Функции w\ (— w)b, Ь > 0, соответственно означают ту ветвь много
значной функции, которая принимает положительные значения соответст
венно при w >0 и w < 0. В силу этого соглашения рассматриваемые ни
же интегралы будут однозначными аналитическими функциями во всей 
плоскости за исключением точек интервалов (оо, —а) и (а, оо), прини
мающие согласно принципу симметрии Римана — Шварца в сопряженных 
точках сопряженные значения.

Теорема 1. Пусть ф(п) и ср(п) не убывают на ( —оо, оо), \fi(u) = 
= ср (и) = 0 при | и | а, а = const, и интегралы

ср (и) du 
up+1 (и + z)v+1

ф2(2) = $ 'ф (и) du
ИР+Х (и 4- ’1

—о

х —> оо;

где р 0 — целое, О 0 — любое, сходятся при z е у. Пусть, кроме того, 
Ф2(г) = Ф,(г)+<?(|z|"B), 0 < со < 1, 2£у, z-^oo.

Тогда

1) А|ф) = ф (*) + 0 (^г) + 0 (1фЁ^) + 0 (^+ч+1-“)1

2) ip (— х) = Ф (— х) + О ( 1 ) + О jl^+O(a;p+'l+1~M)» 30•

Теорема 2. Пусть функции ф(п) и ср (и) определены так же, как и в
предыдущей теореме, и интегралы

р iz\ __ С М р (-1------
—оо — С»
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где «4 О — целое, а О — любое, сходятся при z еу и удовлетворяют 
условию

F2(z) =Fl(z) +O(|z|-5), 0 < б < 1, zsy. z-^oo.
Тогда
1) ip (ж) = ф (ж) + О

2) 4>(— х) = <р(— х) 4-671

(47) + 0 (4Ь4) + O(l"+“+‘^>. х •—> оо;

х—> оо,

Теорема 3. Пусть функция (р(и) определена также, как и в теореме

4~Т2

1, и интеграл

р /„\  С *P+lq> (u) du
[) J МР+Чи+г) ’

— ОО

где р 0 — целое, сходится при и удовлетворяет условию

F(z) — zp41(z) + ( — 1)PL2( — z)+ O(|z|p°~<’), z е у, z->oo,

где pi >0, p2 > 0, p0 = min (pt, p2), о > 0; функции zP1, (—z)p= прини
мают положительные вещественные значения соответственно при вещест
венных z: z > 0, z < 0; функции Li(z), L2(—z) однозначны и аналитич
ны в соответствующих областях Gp. |z/| 4 Cj(—xyi, x 4 0; G2. | z/1 4 c242, 
x 0, и соответственно принимают вещественные значения при вещест
венных z:z>0z/z<0u пусть

|Ж1(г)|<С1|Ж1(4|, \zX'Azy^C2\£M V2^\^C3\Zyz}\- 

| Ж2 (- z) |< С41(х) |, | zX2 (- z) | < С5142 (- z) | z< (- z)|<C6|£2(- z)|,

где Ci, С2, С3, Ct, С3, С$ — постоянные, х = |Rez|, zey, z-^-oo. 
Тогда

1) ф = Лг> & 2) <z₽1_P^i (z)} + 0 (2=Р1_1+т‘ I (ж) |) +

+ О (z₽2—2+2Ti | ,4 (ж) |) 4~ О (жРо—°) + О (жр~2+2т>+5), х —> оо;

2) Ф (— 4 = — ДГг(7, z) (zc--P^2 (z)} + О | (ж) |) +

+ О (ж₽>—2+2Тг | 4 (z) j) + О -j- О (х?~~2+2т-’+£), х —> ос.

Здесь Лг, <7 Z) {. • •}, Аг2(7 г) {. • •} означают приращения соответствующих' 
функций zfi'~pS’i(z), zp'“pS’2(z) по z при изменении z от z до z вдоль соот
ветствующих дуг Г1 и Г2 кривых у/ и у2*, е — сколь угодно малое положи
тельное число.

Теорема 4. Пусть ряды
ОО

Fi(z) =
ОО

П——ОО
Н?(Ип + г)«+1 ’3 ^(K + ^+1 9

где 0 < 4 4 4 4 ... оо, 0 > А,_2 > ... оо; 0<
4 р, 4 Иг ■•<••• ... ? ц„-> оо, 0 4 у,_1 4 ц-2 4 ■ ■ 4з °°, ап > 0,
а_„ 4 0, а0 = 0; Ьп >0, Ь_п 4 0, Ь„ = 0, р 0 — целое, q^Q — любое, 
сходятся при геуи удовлетворяют условию

F2(z) = Ft(z) + O(|z|-5), 0 < б < 1, zey, z-^oo.
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Тогда
1) 3 ь„= 3 «~{< +<>Ш| + <’(^1 S «п|) +

0<1Лп<х °<Х^х ' ' 1 —хСХ_п<0 "

+ О (,тр+?+1—5), х ос■;

2) 3 Ь-п = 3 Я-п h + О f +

—х<Ц—n<0 — хСХ—п<0 к \ х

+ О (3 «п) + О (гр+ч+^-Ъ) , X -> ОС .

Vr 0<хп<х >

Приведенные выше результаты неулучшаемы. В неулучшаемости тео
рем 1, 2, 3, например, нетрудно убедиться, применяя их для оценки рас
пределения нулей целой функции

f t ч sin sin л (— z)’A
nz) ~~ rt(-z)*/2 ’

имея в виду оценку

In/(z) = Л21/2 -ф л(—z)1/20(1), Z E Y, Tf = T2 = V2, z->oo.

В связи с полученными здесь результатами отметим работы (8_1°).

Таджикский государственный университет Поступило
им. В. И. Ленина 12 V 1971
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