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Определения обозначений и понятий, используемых в работе, можно 
найти в (1_4). Целесообразно отметить следующее. Пусть X — топологиче­
ское пространство, М cr X и у— семейство подмножеств X. Тогда с(Х) = 
= sup {с (А): A cz X}, ехр.. М = (А: А а М, ) А | т}, Мх = U {[А]: 
A ge ехрт М}, ух = {Uc s е ехрт у}, где = U{K: V f=

Л е м м а 1. Пусть У сХ, у — семейство открытых в X множеств та­
кое, что Кси{У:7еу} и для всех U е у^) и А е ехрДх)У, если G = 
= (X \ U) \ [4] А, то G ft Y А.

Тогда существуют Y' е ехр7(х)У uU е ус:А) такие, что X — [У'] U U.
Доказательство. Предположив противное, построим дискретное 

множество М, для которого |#| с(Х)+. Пусть уже построены {х„;. а <
<5 а' < Qу/ } и {Ua;. а <' с/} такие, что для всех (3 ■< а': 1) <=
еС/рЛЦ где [Zbey; 2) {х„_: а < |3} f| а Дг Р}] = А; 3) [{гса: 
а < р} ] П {ха. : а Р} = А. Выберем ха, и Ua,_ В силу предположения 
G - (X\U {Ua: а < а'}) \f{xa: а ■< а'}] ¥= А. Тогда, по условию, су­
ществуют xeG(]Y и U е у такие, что х е U. Положим х = ха>, V = 
= Uа.'- Итак, можно считать построенным М — {ха-. а < Qc(x>+}, удовлет­
воряющее свойствам 1) —3), откуда и вытекает дискретность М. Но 
\М | Дз с(Х)+, что противоречиво.

Если в качестве у взять произвольное открытое покрытие и положить 
Y = X, то получим

Предложение 1. Для всякого открытого покрытия у существуют 
у' az у и F cz X такие, что |у' | «Д с(Х), S(У) с(Х) и X = F |J U {V : 
УеуЦ.

Из предложения 1, учитывая, что гр (X) 2S(X) для хаусдорфовых про­
странств и га(Х) 2S<X) — для регулярных, получаем

Утверждение 1. Если X — хаусдорфово пространство, то ф(Х) 
< 2с<А

Утверждение V .Если X—регулярное пространство, то ic(X)^ 
2°<х) *

* 1с(Х) т, если из всякого открытого покрытия можно выбрать подпокрытие 
мощности (см. (z)). ic(X) =sup{ic(r): YcX}.

** Говорят, что X — наследственно суслинское пространство, если с(Х) гД Хо-

С помощью предложения 1 нетрудно доказать также
Предложение 2. Если в каждое открытое покрытие у можно впи­

сать открытое покрытие у' такое, что | {U : х е U £у'} | ^7 с(Х) для 
всех х е X, то ic(X) sX с(Х).

Следствие 1. Если X — наследственно суслинское пространство, во 
всякое открытое покрытие которого можно вписать точечно-счетное откры­
тое покрытие, то X — финально-компактно **.
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Предложение 3. Пусть X — хаусдорфово пространство.
Тогда для всех х X существуют G и F такие, что х е G cz F cz Хг 

ф(Я,Х) ^с(Х) uS(F) ^'с(Х).
Доказательство. Пусть у — открытое покрытие X \ {а:} и для 

всех U е у хЕ£ [Я]. В силу предложения 1 X \ {х} = F' [J U {У : V е уД 
где y'cz у, |у'| с(X), S(F') sC с(X). Ясно, что F = F' U {ж} и G = П{Х\ 
\ [V] : V еу} —искомые множества. Если F' замкнуто в X, то {х} — 
= G П (X \F') и, следовательно, ф (х, X) sE с(Х). Итак, доказано

Предложение 3'. Пусть X — хаусдорфово пространство, х е X и- 
хф (х\ {4)т(х).

Тогда ф(а:, X) с(Х),
Теорема 1. Пусть X — хаусдорфово пространство.
Тогда ЦХ) с(Х) h (X) *.

* /г (я, X) = min {%(F, X) : х е F ex X, F — бикомпакт}, й(Х) = sup {h{x, X) : 
х е X} —высота пространства X. Это понятие принадлежит А. В. Архангельскому (*).

** Аналогичный результат независимо получен А. В. Архангельским.
*** р[3 Т00ремы з непосредственно следует: если X — хаусдорфово пространство, то 

S(X) е 2С<Х> и ]Х| 22С®. Эти результаты впервые были получены в (5) методом
ветвящихся систем. Заметим, что и теорема 3 может быть доказана тем же методом. 
Кроме того, из доказательства теоремы 3 neiKo вытекает: если X—Tj-пространство, 
то S(X) (2-ф(Х))г'Х) и> следовательно, |Х| 2*<ХЕ(Х)_ Последнее неравенство так­
же впервые доказано в (5) с помощью комбинаторных теорем.

Доказательство. Пусть Л/ cz X и [Л7] М. Покажем, что тогда 
М е(х)л(х) М. Действительно, если х с— [Л/] \ М « хуах), то в силу пред­
ложения 3' ф(а’, Л/U {z}) ^f(X). Кроме того, существует бикомпакт 
F с X, х е F, для которого уДЕ. Л') h (X). Тогда существует у — семей­
ство открытых в А' множеств такое, что |у| с(Х), {аД = (М U {■£}) ПГ1
ПП {U: U е у} и F ПП {U\ U е у} = F ПП {[Я]: U у}. Последнее воз­
можно. так как F — бикомпакт. Значит, х е Н = F ПП {U : U е у}, Н — 
бикомпакт и Я П Л/ = Л. Поэтому /(Я, F) = ф(Я, F) еЗ с(Х), и так как 
Х(Я, X) С %(Я, F) ■ %(F, X) С), то / (Я, X) с(Х) h (X). Пусть т] — база 
Н в X и | г] | с (A) h (X). Для всякого U е р зафиксируем х (U) е М П 
П U. Ясно, что [{ж(Я) : U sri} | П Я =7^ Л, иначе р — не база Я в X. Но 
{x(U) : U е р} cz М и | {х(U) : U е р} | с(Х) Л (X). Следовательно, 
Л^с(х)л<х) #= Л/ для любого незамкнутого ЯсХ. Но очевидно, что для вся­
кого кардинала т (Л/т)т = М„. Поэтому Муух^х) = [>] , а это и означает,, 
что £(Х) с(Х) h (X).

Теорема 2. Пусть X — хаусдорфово к-пространство. А
Тогда i(X) с(Х) **.
Доказательство. Если П cz X и Я — бикомпакт, то h (Н) = 1 иг 

ЦП) с(Я) с(Х) в силу теоремы 1. Но так как X — Тс-пространствб, 
то £(Х) = 81гр{ЦП) : И cz X. Я — бикомпакт} и, следовательно, £(Х)

Лемма 2. Пусть X, Y и у удовлетворяют условиям леммы 1 и, кроме 
того, для всех х 1, у — псевдобаза х в X.

Тогда X — У^х).
Доказательство. Пусть ха У. Тогда для всех х У существует 

х е Я,еу такое, что х0 IJX. Положим у = {Ux: х У}. Уну удовлет­
воряют условиям леммы 1. Поэтому существуют У cz У и Я'е ^£<х), для 
которых X = [УД U Я' и | У | с(Х). Но xaE£U', значит, ха^ [УД cz
с Ус(х). Следовательно, X = Xtw-

Теорема 3. Пусть X — хаусдорфово пространство.
Тогда существует УсХ такое, что [У] ;~П 2ctx) и Х=Уг(х)***.
Доказательство. Пусть для всех а <Z а' < уже построены

У“ и у® такие, что у® — псевдобаза для всех у е У®, | у®| еС 2с<х) и | У“| 
еП 2С(Х). Положим у®' = U{y“: а <-' аД, У“' = U{У®: а < аД, и для всех
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А е expc(x)F“' и U 6Е зафиксируем x(U, А) е G = (X \ U) \ [Л],
если G =Х= Л. В силу утверждения 1 для всех х е X существует т)х — псевдо­
база х в X, такая, что |щ| 2<т. Положим У“' = {x(U, A): U
А е ехр?(Х)У“'} и у“' = U {л* : х <= Y'"}. Итак, для всех а < Qc(x)+ опреде­
лены Ya и у“. Тогда в силу построений У = (J {У“: а < и у =
= U{vct: а < Q 7(х)+} удовлетворяют условиям леммы 2 и, следовательно, 
Х= J_c(x). Кроме того, для всех а |У“| 2с(х\ откуда У| 2С(Л).

Введем следующие обозначения: nw(X) =min{|Z? :В— л-база в 
X} —л-вес X, tyw(X) = min{|5|: В — псевдобаза в X} —псевдовес X, 
sw (X) = min {| g |: £ — сеть в X} — сетевой вес X. Кроме того, обозначим 
через (X) мощность семейства всех канонических замкнутых в X мно­
жеств. Отметим, что для регулярного пространства w(X) сС гщ(Х).

Лемма 3. Пусть X = Ут.
Тогда, если пространство X — хаусдорфово, то 4'мДХ) | У |х; если X 

регулярно, то sw(X) гС |У[Т.
Доказательство. Положим | = {[Л]: А е ехрх У}. Ясно, что 

| УД. Если х е V cz [У] a U, то существует A cz V f] У такое, что 
|Л | ^тиге [Л]. Но |Л] [Л] cz U. Значит, если X регулярно,
то g — сеть в X. Если X хаусдорфово и х0 е X, то для всех х X, х х0 
существует Нх е Ё такое, что х е Нх cz X \ {х0}. Следовательно, {X \ Н: 
Я е ;} — псевдобаза в X.

Из теоремы 3 и леммы 3 следует
Предложение 4. Если пространство X хаусдорфово, то ipw(X) 

sC2c,A); если X регулярно, то существует t — сеть в X такая, что IЁI йС 2с(х) 
и для всех Н ее 8(H) ^с(Х).

Следствие 2. Если X — хаусдорфово наследственно суслинское про­
странство, то 1|да(Х) йС 2^»; если, кроме того, X регулярно, то в X суще­
ствует сеть мощности йС2 из сепарабельных множеств.

Из предложения 4 вытекает
Теорема 4. Пусть X — регулярное пространство и °Г—семейство 

всех открытых в X множеств.
Тогда |Х| |^| 22<да.
Следствием леммы 3 является
Предложение 5. Если пространство X хаусдорфово, то tyw(X) 

сС 5(Х)‘(Х); если X регулярно, то sw(X) йД' 5(Х)((Х) и для всякого замкну­
того FceX ф(Х, X) ^5(Х),(Х).

Лемма 4. Пусть X — регулярное пространство.
Тогда w(X) wt(X) ла’(Х)с(Ч
Доказательство. Пусть В — л-база в X, U — открыто в X, g' — 

максимальное среди открытых дизъюнктных семейств £ cz В таких, что 
и {У: V е= £} cz и, и U' = и {У: V ее £'}. Так как | g'| Ci с(Х) в силу 
дизъюнктное™ и [t7] = [К'] в силу максимальности то 1щ(Х)

| В |с(х), что и доказывает лемму.
Пр едложение 6. Пусть X — регулярное пространство.
Тогда w(X) ==£ гщ(Х) 5(Х)((х)с(х> + Я(Х)с(х).
Доказательство. Пусть F — бикомпакт и x<eFсХ. Тогда 

%(я, X) = ф(а:, F) ф(.т, X) и, так как %(х, X) sC %(x, F) + %(У, X), то 
Я(Х) ф(Х)7г(Х). Кроме того, лю(х) <i S(X)/(X) С7 £(Х)ф(Х)Л(Х) и 
в силу предложения 5 и леммы 4 имеем гщ(Х) йС (S(XyiXl -f- h(X) )с<х).

Теорема 5. Пусть X регулярно, [У] — X и У — пространство точеч­
но-счетного типа.

Тогда и?(Х) ==С wt(X) 2i(r)c<r) 2'и)с(х).
Доказательство. Из доказательства леммы 2 работы (*)  и лемм 5, 

6 той же работы можно извлечь следующий результат: если Z — хаусдор­
фово пространство, то S(Z) 2,(z)c(z)h(z). С помощью несложного вычисле­
ния из предложения 6 получаем гк(У) 2‘(г)с<у). Так как [У] = X, то
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с (У) = с(Х). Кроме того, в силу регулярности X nw(X) = nw(Y). Сле­
довательно, по лемме 4

гщ(Х) (2м:г)с<у))с<^> С 2‘(г)с(Г> < 2'<x)cU).
Из теорем 1 и 5 непосредственно следует
Теорема 6. Пусть X — регулярное пространство точечно-счетного 

типа.
Тогда w(X) гщ(Х) 2С(Х).
Теорема 7. Во всяком пространстве X существует Y с X такое, что- 

[У] = X и lc{Y) с(Х).
Доказательство. Пусть S(X) = т^с(Х) + (в противном случае 

доказательство очевидно), У = {ур. р < QJ и [У] — X. Выберем из У" 
искомое множество. Пусть уже определены {ур(а>: а < а' < £2Т}. Так как 
Ua’ = х \ Fa> =у= Л, где Fa< = [{y?(a): а < а'}], то существует е = min {₽: 
у? е 77а,}. Положим г/Р(а) = у,- и покажем, что построенное таким образом 
множество У= {у₽(а): а <1 QT} всюду плотно в X. Действительно, если 
X\[F]=t/' ¥= А, то существует у Ее U П У. Заметим, что для всех а 
Р(а) а. Поэтому ё < s + 1 Р(ё + 1) = min {р: у$ е Пц(Следова­
тельно, у- е X \ U-+l = F-ri — [{у₽(а): а < ё + 1}] е [У], что противо­
речиво. Итак, [У] = X.

Докажем теперь, что к;(У) с(Х). Если 1с(У) > с(Х), то существует-
Z = {z5: 6 < Й7(х)+} с У такое, что для всех Р < £Х(Л-г = {zd: 
б < Р} открыто в Z. Так как у = {Up р < Q(VlH} — открытое покры­
тие Z, |tZp| 'С с(Х) для всех Пц е у, и c(Z) с(X), то, по предложению 1,. 
для всякого 2 cz Z S(Z) с(Х). Но, с другой стороны, в силу построения 
У для всякого М ст У такого, что | М | = Х+, существует М' аМ, для ко­
торого |М'| =S(M') = V. Следовательно, существует Z' ^Z такое, что 
S(Z') = с(Х)+. Противоречие получено, значит, ic(X) с(Х), и доказа­
тельство завершено.

Следствие 3. Во всяком наследственно суслинском пространстве су­
ществует наследственно финально-компактное всюду плотное подмноже­
ство.

Отметим, что предложение 4 и лемма 4 дают следующее очевидное уси­
ление теоремы 6: если. X регулярно и X = [{ад /(ж, X) ST 2с(-п}] (в част­
ности, если X = ({ж: %(ж, X) = ф(ж, X)}]), то ш(Х) «л(Х) 2С<Х>.

Таким образом, вопрос о весе наследственно суслпнских регулярных 
пространств сводится в силу теоремы 7 к вопросу о весе наследственно фи­
нально-компактных регулярных пространств. В связи с этим возникает не­
обходимость повторить проблему, поставленную в (е).

Пробл е м а 1. Верно ли, что вес всякого наследственно финально-ком­
пактного регулярного пространства не превосходит 2^“?

В этой же работе (6) показано, что в классе хаусдорфовых пространств 
проблема 1 решается отрицательно.

Проблема 2. Верно ли, что всякое наследственно финально-ком­
пактное регулярное пространство имеет счетную тесноту?

Автор выражает признательность А. В. Архангельскому за помощь, вни­
мание и поддержку.
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