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УСРЕДНЕНИЕ ВАРИАЦИОННОГО УРАВНЕНИЯ ДЛЯ НЕЛИНЕЙНЫХ
ВОЛН С ДИСПЕРСИЕЙ

(Представлено академиком Л. И. Седовым 2 VII 1971)

В области нелинейных волновых процессов с дисперсией в консерва­
тивных системах разработан (*) метод «адиабатического приближения» 
для получения асимптотических решений, основанный на локальной бли­
зости процесса к стационарной бегущей волне, а также предложен (г) спо­
соб получения дисперсионной системы, управляющей изменением огибаю­
щих (амплитуды а, частоты со, волнового числа к) квазистационарной вол­
ны, из вариационного принципа, примененного к соответствующим обра­
зом усредненному лагранжиану. Такого рода усреднения вариационных 
уравнений, представляющие интегрирование по части независимых пере­
менных, уже давно и широко применялись в теории стержней, оболочек, 
в гидравлике при использовании метода Бубнова.

Рассмотрим для простоты одно обобщенное уравнение типа уравнения 
Эйлера для некопсервативной системы 

(1)

следующее из вариационного уравнения (3)

6 L (и, ut, их) dv dt + SIP* = 0, (2)
Но

где б И7* — неголономная вариация функционала вида

<W* = \ Q{u)(u, ut, их, e)8udxdt, <2(u) = <2(u) + е<2((^ + .. . (3)
Vo

(e — малый положительный параметр).
Введение 6И7* неедпнственно, поскольку всегда часть L можно пере­

вести в 6W* или обратно.
Допустим, что при е = 0 уравнение (1) допускает решение в виде 

бегущей стационарной волны с постоянными параметрами

и — U(0} (а, 0, к0, гоо), 6 = кох — со<Л

Применение асимптотического представления квазистационарной волны в 
виде (4,6)

и = 2 emt7<m)(a, 0,...),
тп—0

at = 2 em+1A(m+1> (еж, е£), ах = 2 em+15<m+1> (ex, et), 
m=0 m=0

ег = — co = — 2 Emco<m> (ex, et), Qx = к — 2 emA’(m) (ex, et), 
m=0 m=o 

(4)

1036



позволяет получить дисперсионную систему при любых степенях е. Эта же 
система может быть получена из вариационного уравнения в усредненной 
форме (4). В частности, в первом после стационарного «адиабатическом» 
приближении усредненный лагранжиан и усредненная неголономная ва­
риация &W* вводятся в виде

2г„
£(а,ш,к)=~^ (5а)

О

&W* = [<2(9)60 + Q(о)6а] dx dt, (56)
V
V о

2л 2п

<?е = ^U^dQ’ = 2Г S
О о

(здесь UoO), Ua'1 — частные производные по явно входящим 0 и а). Замы­
кает систему уравнений Эйлера для (5а), (56) уравнение

(Ох kt == 0.
Дисперсионная система получается одной и той же при любом способе 

задания бРИ*. Например, если вариационное уравнение (2) записать в 
виде 6W‘ = 0, то уравнение Эйлера при 60 примет вид

Т (6Ж) dQ = 0. (6)
о

Имея в виду, что а, <о, к зависят от х и I (см. (4)), интегрированием по 
частям (6) можно представить как

что совпадает с уравнением Эйлера, следующим из (5а), (56). Таким об­
разом, при построении усредненного вариационного уравнения не имеет 
значения, как происходит формирование L и 6 И7*.

Учет нелинейности в исходном уравнении (1) приводит к качественно 
ле вым свойствам дисперсионной системы, например, к возможности суще- 
. твования скачков, т. е., узких зон быстрого изменения волновых пара­
метров а, о, к (5).

Однако прямое усреднение L по точному стационарному решению при­
водит к весьма сложным системам. Поэтому усреднение можно проводить 
до функциям, аппроксимирующим 77(О) с достаточной точностью:

Ф = ф (щ, 0)
где ак— параметры, зависящие от а, и<0), kw. В этом случае

S = S? (ак, и, /с)
и в качестве варьируемых функций берутся щ, 0. Эта процедура соответ­
ствует методу Ритца при прямом решении вариационных задач и являет­
ся вариантом метода Бубнова. Например, в случае малых, но конечных 
амплитуд, когда существенны нелинейные эффекты, С7(0) аппроксимирует’ 
ся отрезком тригонометрического ряда

N

Ф(нп, Ьп, 0) = 3 ап cos н0 + bn sin «0. 
о

Дисперсионные соотношения между ап, Ьп, со(0), kw, очевидно, находятся 
из системы 

Т (ф) cos nQdQ = 0,
о о

Т (ф) sin d() = 0,
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которая совпадает с уравнениями Эйлера при да* и 8bk, если L и 6FF* i 
(5а), (56) усреднять по ф.

Число членов N выбирается из вида уравнения (1) и потребной точно­
сти. Например, для уравнения Клейна — Гордона, у которого

, “х Г . с<т-1)ит+1]
L ~ 2 2 L 2 -И ■ 3 +■••+ ш + 1 J ’

в качестве ф следует взять

-j- а cos 0 + • • • + cos тд,

если выбрана точность га™, где а — амплитуда основной гармоники. Дис­
персионная система в этом случае гиперболического типа и при т > 2 
допускает решения типа скачков.

Когда и является вектором (щ, . . ., ип), возможно обобщение указан­
ного формализма для тех типов лагранжианов, которые допускают перио­
дические решения уравнений (1). При интегрировании получим п реше­
ний, зависящих от 0, щ,. . . , а„ (s 2п). Уравнения в вариациях для 
функций £7(1>,... представляют систему линейных неоднородных уравне­
ний второго порядка с периодическими коэффициентами. Согласно теоре­
ме Флоке соответствующая однородная система имеет 2п частных линей­
но независимых решений вида

гр(0) = Р(0) - exp [R0] - С, 

где Р(0) —периодическая матрица (2га X 2га), В — постоянная матрица 
(2га X 2га), С — вектор начальных значений (2га X 1). Среди этих реше­
ний имеются Ua), ■ ■ ■ , Ua°s • Из условий периодичности В(1>, .. . на­
ходим 2га условий типа (6), из них s уравнений составляют дисперсион­
ную систему, которая совпадает с системой уравнений при 60 и бщ (i = 
= 2, ..., s) для вариационного уравнения в усредненной форме. Осталь­
ные 2га — s условий должны удовлетворяться тождественно (матрица В 
должна иметь специальный вид: характеристические показатели к, долж­
ны иметь Re = 0, Im kf =f=- 0, 1, . . . ; см. (6, 7)). Поэтому при усреднении 
лагранжиана аппроксимирующие функции Um (9) следует брать зави­
сящими от s постоянных щ, . . . , а„
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