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Таким образом, ковариантные уравнения, описывающие взаимодействие электро-

магнитного поля с нуклоном с учетом поляризуемостей и дипольных моментов постро-

ены. Преимуществом данного метода определения поляризуемости является его относи-

тельная простота. Такой подход дает широкие возможности для изучения внутренней 

электромагнитной структуры нуклонов и может применяться в различных квантово-по-

левых моделях. 
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Введение. Двумерное интегральное уравнение Логунова-Тавхелидзе в импульсном 

представлении для парциальной волновой функции 
μψ ( )p , описывающее связанные со-

стояния системы двух скалярных частиц одинаковой массы m , имеет вид [1] 
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где p  – модуль вектора относительного импульс; 

2E  – энергия двухчастичной системы (0 2 2 )E m  ; 
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Парциальный потенциал в импульсном представлении связан с потенциалом в ко-

ординатном представлении (ρ)V  следующим интегральным соотношением: 

 

      μ μ μ

0

, 2π ρ ρ (ρ) ρ ρ,V p k J p V J k d


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где ρ  – модуль радиус-вектора в двумерном координатном представлении; 

  μ ρJ p  – функция Бесселя [2]. Рассмотрим потенциал «дельта-окружность» ра-

диуса a  в координатном представлении: 

 

    ρ λδ ρ ,V а    (3) 

 

где λ 0,  0a   – константы. Подставив потенциал (3) в формулу (2) и выполнив 

интегрирование, получим выражение для парциального потенциала в импульсном пред-

ставлении: 

 

      μ μ μ, 2πλ .V p k аJ pа J kа   (4) 

 

Рассмотрим релятивистский аналог потенциала (4), параметрически зависящий от 

энергии: 
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где α 0,1,2... . Отметим, что нерелятивистский предел (предел при m → ∞) потен-

циала (5) совпадает с выражением (4). Кроме того, на энергетической поверхности 

k pE E E   потенциал (5) также преобразуется в (4). В следующем разделе мы найдём 

решения уравнения (1) в случае потенциала (5).  

Решение поставленной задачи. Подставляя выражение (5) в уравнение (1), получим  
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Для получения условия квантования энергии двухчастичной системы умножим ра-

венство (6) на   
 α 1/2

μ
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

 и проинтегрируем на интервале  0; . Со-

кратив константу 
μ ,C  получим следующее условие квантования энергии: 
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Интеграл в правой части (7) может быть вычислен точно методом, основанном на использо-

вании теоремы Коши о вычетах [3]. Выпишем точные условия квантования энергии: 

 – для α 0 , 
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– для α 1 , 
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Точные условия квантования были получены также для некоторых следующих значе-

ний  , однако, мы их здесь не приводим из-за громоздкости полученных выражений. 

Отметим, что функции (6) имеют бесконечное число нулей, так как они прямо пропор-

циональны функции Бесселя. 

Уравнения (8) и (9) не могут быть решены точно относительно величины 2 .E  Для 

нахождения приближенных решений воспользуемся разложением в ряд Маклорена по 

переменной E  функции    2 2 2 2

μ μI a m E K a m E  . При этом в условии (8) мы бу-

дем учитывать только первые два слагаемые этого разложения, а в условии (9) – первые 

четыре слагаемые. С учетом этих приближений уравнения (8) и (9) примут вид: 
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соответственно. Очевидно, что уравнения (10) и (11) разрешимы относительно величины 

E . Явный вид зависимости энергии от параметров системы таков:  

– для α 0 , 
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– для α 1 , 
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где введены следующие обозначения 



 

141 
 

 

2 2

μ μ 1 μ( ) (1 μ) ( ) ( 2μ (1 μ)) ( )  f I am a m K am a m K am
         

 

μ 1 μ 1 μ ( ) ( ) (1 μ) ( ) .amI am amK am K am 
      

 

На рисунке 1 представлены графики зависимости 2E  от λ . Сплошной линией 

отображена зависимость, полученная при численном решении трансцендентных уравне-

ний (8) и (9), а штриховой линией показаны результаты, полученные на основании при-

ближенных формул (12), (13).  
 

 
 

Рисунок 1 – Зависимость энергии от параметров системы для 1m  
 

На рисунке 1 видно, что для любого μ  существует лишь одно связанное состояние 

и с ростом параметра a  связанное состояние будет существовать при меньших значениях 

параметра λ .  

На рисунке 2 представлены графики парциальных волновых функций (6). При этом 

для нахождения констант
μС было использовано нерелятивистское условие нормировки: 
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Рисунок 2 – Графики парциальных волновых функций для 1m  и α 0  
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Анализ показывает, и на рисунке 2 это видно, что с увеличением значения пара-

метра a  нули парциальных волновых функций, а также их максимумы и минимумы сме-

щаются в область меньших значений импульса p .  

Заключение. В данной работе найдены точные и приближенные аналитические 

условия квантования энергии двухчастичной системы для одного из возможных вариан-

тов релятивистского обобщения потенциала «дельта-окружность», который параметри-

чески зависит от энергии системы. Установлено, что для каждого фиксированного зна-

чения параметра μ  существует только одно связанное состояние, а парциальные волно-

вые функции имеют бесконечное количество нулей. 
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ВОЛНОВЫЕ ФУНКЦИИ ДВУМЕРНОГО ГАРМОНИЧЕСКОГО ОСЦИЛЛЯТОРА  

В РЕЛЯТИВИСТСКОМ КОНФИГУРАЦИОННОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ 
 

Введение. В работе [1] были получены точные решения двумерного уравнения Ло-

гунова–Тавхелидзе, описывающего связанные состояния системы двух скалярных ча-

стицы одинаковой массы m  для релятивистских аналогов потенциала гармонического 

осциллятора в импульсном представлении. Выпишем явный вид парциальных волновых 

функций, соответствующих трем вариантам потенциала, сохраняя обозначения [1] 
 

(μ 0, 1, 2...    и 0,1, 2...)n  : 
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где 2 2E m  – энергия двухчастичной системы; 

  ω> 0   – константа связи; 

    |μ|

nL z  – обобщенные полиномы Лагерра [2].  




