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ОБОБЩЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ ГРУНТОВЫХ ВОД 
СО СВОБОДНОЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ

(Представлено академиком П. Я. Кочиной 13 VII 1311)

Рассматривается движение грунтовых вод, описываемое уравнением 
Буссинеска (1_3). Предлагается некоторое обобщение этого уравнения.

Введем потенциал скорости фильтрации
<р(яг, р, z, I) = —kh(x, у, z, t) = — k(p / у + z), (1)

где h(x, у, z, t) —напор, р — давление, у — объемный вес жидкости. По
местим начало координат на горизонтальной плоскости водоупора и напра
вим ось z вверх. Проекции скоростей фильтрации на оси координат

и = сйр / дх, v = д~(( I ду, w = dtp / dz. (2)
Тогда из уравнения неразрывности следует (2), что потенциал скорости 
удовлетворяет уравнению Лапласа

52ф / дх2, + 32ф / ду2- + 32ф / dz2- — 0. (3)
Граничные условия будут: на свободной поверхности z = И (х, р, t)

dH Эф I
dt ~ I—« + е°’ (4)dz |z=H

На водоупоре

w !„='"• (5>
Н(х, у, t) —напор на свободной поверхности, равный мощности грунто
вого потока, е0 и еа — модули питания потока соответственно через его по
дошву и свободную поверхность, р — коэффициент свободной пористости. 

Интегрируем уравнение (3) по z в пределах от 0 до Н{х, у, t):

о о
С учетом условия (4) величина dtp / dz\ Z~H может быть записана как

Эф I dH / дН дН dx дН dy \

Произведем операцию дифференцирования по параметру для интегралов

(6)

н н
д С Эф Г Э2ф , , дН Эф I

ЭГ^2 J dz + ~дГ~дР\2=н ’ 
о о

ду J ду J ду- ду ду |г=н
о о

(8)

О)

Подставляя в (6) вместо стоящих там интегралов их выражения из (8) 
и (9) и принимая во внимание условия (5) и (7), а также, что р dx f di — 
= дф / дх и р dy / ctt = dtp / ду, будем иметь

н

о

н
. Э Эф , ■] , 1)11+ d^dz\ + &a + ео = Н—■

о
(10)
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Уравнение (10) может быть получено также путем составления балан
са массы для элементарного объема, включающего плоскости подошвы 
пласта и свободной поверхности. При этом потоки через боковые поверх
ности объема будут

f^ = '\idz’ ^=^dz‘
о о

Разложим функцию ф(я, у, z, t) в ряд по степеням z:

чр(х, у, Z, 0 = <р0(гг, у, t) + z(pt(x, у, t) + z2<p2(x, у, t) + . . . (12)
Для определения фо и ф! используем граничные условия на подошве 

пласта
dtp / dz\z=l) = Ео, ф(яг, у, 0, t) = ф0. (13)

Подставляя (12) в первое равенство (13), получим

ф1 = е0. (14)

Для определения ф2 подставим ф в уравнение Лапласа (3) и примем 
в нем z — 0 и ф1 = е0. Тогда получим

ф2 = —'/г (32фо / дх2 + 52ф0 / ду2). (15)
Определение ф3, ф4, ..., ф„ производится таким же образом, но (3) пред
варительно дифференцируется по z. Тогда вместо (12) получим

ф (г, z, Z) = ф0 + eoz + S (- 1)n+1 + 2)! эд2пХ° (га = 0, 1,2,...). (16)

Предполагается, что ряд (16) сходится (для этого нужно наложить огра
ничение на коэффициенты ряда).

Остановимся на первых трех членах выражения (16) и, принимая во 
внимание (1), придем к выражению

h(x, у, z,t) — h0 — z^- 2“ () > (17)

где ha (х, у, t) — напор на подошве пласта.
Выражение (17) может быть получено и другим путем. Считая, что 

скорости 5ф / дх и Зф / ду не зависят от z, из (3) получим
Z Z

о о

где ci = Ео, с2 = фо (х, у, 0, V), т. е. потенциал ф зависит от z, как это отме
чалось Н. Н. Веригиным (4), по параболическому закону. Отсюда получаем

= + (19)
дх дх 2 \ дх3 дх ду- > ' '

Из (19) следует, что <9ф / дх зависит от z.
Выражение (18) совпадает с (16), если в последнем удержать только 

первых три члена.
Подставляя (17) в уравнение (10), получаем

д Г„ дН» Н3 I d3ho . d3ho VI ,
дх [_ дх 6 \ дх? "1” дх ду1 )J *1”

ду [_ ду 6 \ ду3 ду дх2 /J к dt
а

к (20)
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Приняв в (17) z = IJ, получим зависимость для определения напора 
на свободной поверхности

a = (jgL + ^). (21)

Решим уравнение (21) относительно Н:
н = 4- (/FTW~ ₽), ₽ = + 1- (22)

Разложим первый член (радикал) в (22), в ряд по степеням 2ah0:

Подставляя в (20) Н из (23) и пренебрегая произведениями производ
ных как величинами высшего порядка малости, получим

И dho "ol1 I dsho , d3hn ] д р j, dho ( d”ho_ , dah> \ |
Т ~дГ ~ Т&к ( dx2dt ' dyldt / 1 [ П° дх 6[р \ дх* дх ду- ) ]

д Г dhn h30 , d3ha | OTt„ \i , е0 + еа
1 dy L"'n ду 6|Ц \. ду3 ду дх2 I к P (24)

Если в (24) пренебречь третьими и четвертыми производными и считать 
напор не зависимым от z, то получим уравнение Буссинеска.

Если линеаризовать уравнение (24), то для одномерного случая фильт
рации будем иметь

a/io kho [а (dho /lo а3/ю ) , h-]i d3h0 1 , 8o + ea g (954
“aF - ~ dx3 ' + 2f>2k dx2dt J + p P’ 1 '

где h0 — осредненный no t и x напор.
Для случая осесимметричной фильтрации обобщенное уравнение запи

сывается при р = 1 и еа = 0 следующим образом:

пли после линеаризации

a ho kho
dt jxr

Определение положения свободной поверхности после получения 
h0{x, у, t) или h0(r, t) производится по зависимости (21), в которой для 
осесимметричной фильтрации принимается

/ d2ho , 1 dho \ 1а/ dho \

Таким образом, получено уравнение, в котором учитывается измене
ние напора по вертикали.

Автор считает приятным долгом выразить благодарность Н. Н. Вериги
ну за полезное обсуждение работы.
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