
Доклады Академии наук СССР
1972. Том 202, № 5

УДК 513.838 МАТЕМАТИКА

О. В. МАНТУРОВ

К ТЕОРИИ ВЕКТОРНЫХ РАССЛОЕНИЙ НАД КОМПАКТНЫМИ 
ОДНОРОДНЫМИ ПРОСТРАНСТВАМИ

(Представлено академиком И. Г. Петровским 8 VII 1971)

1. Целью работы является исследование однородных пространств 
G / Н компактных групп Ли методами A-теории, теории представлений, 
спектральных последовательностей когомологий.

Мы рассматриваем две простые конструкции Л и В в терминах теории 
представлений, позволяющие получать элементы из К* (G / Я) в виде гео­
метрических векторных расслоений над GIH (K^G/H)) и надстройкой 
SG )H (K'^G/H)). (Речь пойдет, в основном, о комплексном Я-функ- 
торе.) Вместе с этими построениями можно получить характеры Черна 
конструируемых пучков, как это сделано в (').

Основным результатом является теорема, устанавливающая, что для 
пространств G/H из некоторого класса в кольце K*(G!H) ®Q (Q—ра­
циональные числа) имеется система образующих, полученных с помощью 
конструкций А и В.

2. О п и с а н и е к о н с т р у к ц и й А нВ. К о н с т р у к ц и я А. Пусть 
X = G I Н. Рассмотрим в кольце представлений R(G) группы G некото­
рый элемент 0, обладающий свойством, что ограничение его на подгруппу 
Н дает нулевой элемент в кольце представлений Я (Я). Определим

/(0): G/H-+U(n), (1)
полагая

/(0)^ = O(?)F'(g), (2)
где 0 = Ф — 'Г: Ф. Т — геометрические (невиртуальные) представления 
размерности п. ^“‘(g) означает матрицу, обратную к W(g). Отображение 
Д0) определено корректно и. по общей схеме, определяет элемент из 
ТО (67/Я) (3). Обозначим полученное нульмерное векторное виртуальное 
расслоение над SG / Я через у (/(0)).

Конструкция В. Пусть X = G!H. Рассмотрим некоторое пред­
ставление Ф размерности А? группы G. обладающее свойством, что огра­
ничение этого представления на подгруппу Я является приводимым 
представлением группы Я. Пусть I — инвариантное пространство (раз­
мерности и) представления Ф(Я).

Определим отображение

/(Ф, Z): GIH-+G*. (3)
положив

/(Ф, = (4)

Отображение (3) определено корректно. Обозначим элемент из К°(Х) 
заданный этим отображением, через б(Ф, Z).

3. Однородные пространства нормального положе­
ния и нормального типа. Пусть G/Я — однородное пространство 
с компактной связной G ранга Я и связной замкнутой Я ранга г; JS(a>, 
Js(it) означают алгебры полиномов, инвариаптных относительно группы 
Вейля на картановских подалгебрах групп G и Я. Пусть р* — отображе­
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ние JS(G) -> Jsm, соответствующее вложению ф: H^G (5). Если в /s(s) 
существуют R производящих алгебраически независимых полиномов 
Pt,P2,...,PR таких, что р*(Рг+1), р*(Рг+2),..., р*(Рв) принадлежит 
идеалу в /8(н), порожденному р*(Л), р*(Р2), ‘, р*(Рг), то GfH назы­
вается однородным пространством нормального положения (\ 2, 4); если 
р*Я„ i = г + 1, г + 2,... , R, суть полиномы от р*Р,, / = 1, 2,..., г, то 
G / Н называется пространством нормального типа.

4. В этом пункте излагается первая часть основного результата.
Теорема 1. Пусть G]H— пространство нормального типа, 

RkH = г, RkG = R.
Тогда существует R—г нульмерных представлений 0;, £ = 1,2,... 

... ,R — г, групп Gi, накрывающих G таких, что для некоторых натураль­
ных ш, корректно определены отображения

/"■■(0): G-+U, = (5)
'--------------- ЧУ--------------- '

пц раз

11 y[/"4®OL £ = 1,2,...,Я— г, составляет ту часть системы образую­
щих К* (G / Н) ® Q, которая принадлежит К' (G / Н) ® Q.

5. В этом пункте излагается вторая часть основного результата — 
построения образующих элементов кольца K*(G)H)®Q, принадлежа­
щих Ка (G / Н), с помощью конструкции В.

Пусть Ф — представление компактной связной группы G, Ф,, i = 
= 1,2, ...,s,— полный набор его неприводимых нетривиальных компо­
нент, dim®i = rai. Обозначим через Е(Ф(С)) линейную группу 

S
2 U(nt). Для всякой компактной связной G существует локально точ- 
1=1
ное представление V такое, что группа 4r(G) за вычетом всех одномер­
ных тривиальных представлений, содержащихся в ней, вполне негомоло- 
гпчна нулю в V(W(G)) = U(щ) -f- ... +- Я(и„).

Пусть Н — замкнутая связная подгруппа G и h = ht + h2 + ... 
... + + hl+1 — разложение алгебры Ли h группы Н в сумму простых не­
коммутативных алгебр Л1, h2,. .. , hi и коммутативной hi+i. Имеет место

Теорема 2. При некотором наборе натуральных чисел (ps,... ,ps) 
представление ЧГР1 + . . . + Т7’» группы Н содержит локально точное пред­
ставление группы Н

Г = г4 + г2 +... + г; + г!+1

такое, что
1) линейная группа ГДЯ / Кег ГДЯ)) вполне негомологична нулю в 

У(Гг(Я/КегГДЯ)));
2) соответствующее представление Г, алгебры h обладает свойством-. 

ГД/?,), i, j = 1, 2,... , I, нетривиально тогда, и только тогда, когда i = j;
3) Г!+1(Я) —коммутативная линейная группа (возможно, тривиаль­

ная-, в этом случае полагаем Г = Г1 + . .. + Г().

Обозначим У(р'р? = 2 И<РЛ V(p) = 2 п U (ППЛ), <Р О-
i=l j

Используя утверждения теоремы, рассмотрим расслоения

G/H ~
T£rPi_|_ _]_YPe(G) ’1 Jz(Pi+-.-+Ps) Pl p(Pl---Ps)

ТР1+...+ТЛ(Я) Г1 +...+ГН-2 >'Fp4-...+Tps(G)

71+ ... + 7Z+Voo p(Pi---Ps) Pi ^(Pi-Pp R
F-= 1'1 + .:.'+ I'z ~ Г1 + ...+Г/ + 2 ”>1+ ■••+ E(+ Feo = 2-

(6)

1005



1006

T(G) 'l’(E)

Al (n четное) SU(n)
I

SO(n)

AI (n нечетное) SU(7l) SO(n)

All SU(2n) Sp(n)

АШ U(n) t7(fc) + U(n — k)

BP I Zn четное \
\к нечетное)

SO"/2 (n) [SO(lt) + SO(n — k)]"/2

В DI (n четное\ 
четное/

SO"/2(n) [SO(k) + SO(72 — k)]"/2

BDI (n нечетное) SO (n) SO(k) + SO(n— k)

PHI SO"(2n) [PiSU(n) ® <f>, + Pn _ iSU(7i) ® <₽dn

CI Sp(n) PiSU(n) ® tpt + Pn _ iSU(7i) tp <p2

CII Sp(H) Sp(k) + Sp(n—к)

El Pi(E«) PS(G)

ELI F„(E„) Ad (Ai 4“ As) 4- Pj (A5) ® Pi (Ai)

ЕШ P«(EJ Ad (P6) ® Ф14- P4 (Pq) ® Фа 4" ^6 C^s) ® Фз4~Ф1

EIV P6(E«) Pi(F«)

EV P7(E7) Ad (A,) + P4(A7)

EVI P7(E7) Ad (D, 4- Ai) + P« (De) ® Pi (Ai)

EVII P,(E,) Ad (Eg) ® Ф1 + jPi C^g) ® Фа + P5 (Eg) ® Ф3 4~ Ф*

EVIII Pi(E,) Ad(D,) + P,(D,)

EIX P.(E,) Ad (E7 4- Ai) 4~ -Pe ® Pi (Ai)

FI P4(F4) Ad (С, + Ai) + P3 (C,) ® Pi (A,)

FII P<(F<) Ad(B.)4-P4(B<)



Таблица 1

р Г(Н) ®(G)

п/2 SO"/2 (п) Pit — Pn _ к• ft < « — к

рЦ-рп-к- кСп — к

Рц—Р2п — ц. H<2n — lt

1 U(Jt) + U(n — к)

1 SOn/2(k) + SOn/2(n-fc) pn/<i—\~ P~n/-i

/с(п — /с)
2

SОРп/2(к) + S ОР"/2(П - к)

к(п— к)
2

SOP(k)+SOP(n —к)

1 Un(n)

1 U(n)

1 Sp(k) + Sp(n — к)

p,-p,, Pt-Pt

20 Afi2 (-^в) ~Н Afi-o (Av)
1 Pt (D5) ® <p.

Pt-Pt, Pt-Pt

210 -M120 (A7)

2
pl iD^ + pfiA,)

1
Pt (Et) ® cp2

2
pl<P,)

2
P* (£,) + Pi (A,)

2 ₽з(с=)+р1

1
P* (B4) J



Здесь S — представление группы И, дополняющее Г до ТР(Я), 
T7(P,...PS) = г7(М) + U(Nm), V = tV + ... + tV" и tv-

унитарная группа порядка Mi = Ni~- dim tt(A^) П 7 (Г); знак « в (6) 
указывает локальную эквивалентность (накрытие). Заметим, что:

1) Пространство В2 изоморфно прямому произведению Wt X W2 X . .. 
... X W,„, где Wt = U(Ni) I (77(А;) П 7(Г)) + UJ.

Обозначим проекцию B2 на Wt через
2) Пространство ИХ

W\ = U (N^/U (mi) + и (mi) + .. . + U (т{.) + U (М {), (8)
расслаивается над пространством Грассмана h различными способами:

. ___________ U(N.)______________ U (N.)
Лг' U (m|) + ...+U (т\) + U (М.) U (mj.) + U (N. - т’)

3) Расслоения (6), (7) определяют отображения 
(о.Дгйл: Z G/H —>G

тг

0-0- - ■ &г° лп
1 2 п-1 п
0—0 ■ а=»ви
1 2 п-1 п

• • ■в=х>Сп
1 2 п-1 п

лП-1
о—о • •
1 2 п-Г°П

Последнее отображение задает элемент из K^G/H) —именно тот, кото­
рый в терминах конструкции В обозначается через б(Ф, I), где I — 
пространство представления одной из не­
приводимых компонент представления 
Г„ i = 1, 2,. .. , Z 1.

Теорема 3. Пусть ак означает 2к- 
мерную образующую алгебры H*(GN.S, Z) 
(к-й класс Черна универсального пучка), 
k — 1, 2,..., s. Если G / Н — простран­
ство нормального положения, то элементы 
вида порождают характеристическую 
подалгебру расслоения G-+G / Н.

Из теоремы 3 вытекает
Теорема 4. Если G / Н — пространст­

во нормального положения, то среди эле­
ментов вида можно выбрать ту часть системы образующих кольца
К* (G /Н) ® (?, которая принадлежит K^GiH). Здесь £— универсальный 
пучок над пространством Грассмана, Л(1 — k-я внешняя степень.

Пучки вида С*Лл£ легко могут быть построены с помощью конструк­
ции В, так что вопрос об описании четномерных образующих кольца 
К* (G / Н) ® Q с помощью конструкции В решен положительно для про­
странств G / Н нормального положения.

В заключение приводим табл. 1 симметрических пространств, за ис­
ключением групповых, с указанием набора виртуальных представлений 
0, задающих нечетномерные образующие K*(G!H) ® <2, а также наборов 
р, Г, порождающих отображение X при посредстве которого, в терминах 
конструкции В, получаются образующие K’*(GIH)®Q, принадлежащие 
K^GfH). Ph означает представление простой группы с числовой отмет­
кой, по k-му простому корню равной единице, а по остальным — нулю. 
Нумерация корней задается схемой (рис. 1), Mi(Ak) означает представ­
ление группы Ак в пространстве симметрических тензоров валентности 
i, Ad(G) — присоединенное представление G; tpi, <p2, ср3, <7— некоторые 
одномерные представления группы U( 1).

Московский кооперативный Поступило
институт 30 VI1971
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