
Д о к л а д ы А к а д е м и и н а у к С С С Р
1971. Том 200, .V» 3

У Д К 513.G МАТЕМАТПКЛ

В. II. ПЛАТОНОВ

К ПРОБЛЕМЕ МАКСИМАЛЬНОСТИ АРИФМЕТИЧЕСКИХ ГРУПП
f Представлено академиком Ю. В. Линнипом 25 III 71)

В статье дается принципиальное решение проблемы классификации
максимальных арифметических подтруни линейных алгебраических
групп. В осноне метода лежит редукция к локальному случаю, опираю ¬

щаяся па аппроксимационную теорему (’,!) .
, Пусть Q -- иоле рациональных чисел ?;8 поле рациональных функций
одной переменной с конечным нолем конгтант, Z — кольцо целых элемен¬

та Q. G — связная (^-определенная алгебраическая группа. Подгруппа
Н a G называется а р и ф м е т и ч е с к о й, если // соизмерима с Сг.

Естественно возникает проблема описания максимальных арифметиче¬

ских подгрупп алгебраической группы С. Еще Гурвиц доказал, что для
кольца Z целых чисел SL{ 2, Z ) — максимальная арифметическая под¬
группа в SL (2, П ) . В настоящее время известен ряд результатов, относя¬

щихся к этой проблеме над числовым полем ( а~*). Более детальную биб¬
лиографию можно найти в обзорной статье (‘) .

Прежде всего отметим, что группу G можно считать полупростой, как
показывает следующее утверждение.

П р е д л о ж е н и е 1. Если группа G обладает максимальной арифме¬

тической подгруппойI , то она полупроста.
Для полупростых групп все естественно сводится к исследованию ос¬

новного случая (/-простой группы G , Так как случай конечной группы Gz
не представляет интереса с арифметической точки зрения, то будем в
дальнейшем предполагать, что группа G г бесконечна. Хорошо известно
тогда, что всякая арифметическая подгруппа Н cr G содержится и конеч¬

ном числе максимальных, а если центр группы G тривиален , то й с С,
(s). В частности, при тривиальном центре описание максимальных ариф¬
метических подгрупп в Gv эквивалентно описанию максимальных арифме¬

тических подгрупп в G , Хотя в общем случае это не так, тем не менее опи¬

сание максимальных арифметических подгрупп в i руппе Оя имеет важное
значение.

Пусть Qs — поле р-адичвекнх чисел, — кольцо целых p-адичееких
чисел (мы ограничимся в дальнейшем основным случаем числового поля
Q\ для функционального поля большинство рассуждений аналогично).

Если И с Си, тогда И czG^ p и можно рассматривать замыкания ТЕ*'группы U в локально компактной р-адической топологии группы Gq р.
Группы // ' - компактны и открыты для всех р, В ряде работ (см, (' ” ) )
сформулирована г и п о т е з а м а к с и м а л ь н о с т и: если G без центра,
то для всякой максимальной арифметической подгруппы Н группы J7W
являются максимальными компактными в GQ _ для всех р. Основной ре ¬

зультат в (*) утверждает, что гипотеза максимальности верна для проек¬

тивной группы G — PSL ( n ) . Однако этот результат ошибочен, как пока¬
зывает

П р е д л о ж е н и е 2, Пусть <р — канонический морфизм SL( 2) —-+ PSL ( 2) ; 11= {SL{ 2, Z ) , (O
_S)}C.SA (2).

МП



Тогда ф (Я) максимальная арифметическая подгруппа PSL( 2 ) и для
бесконечного множества простых р подгруппа не является макси ¬

мальной компактной ePSL { 2 ) 4 .
Лпалогичные контрпримеры получаются и для л !> 2, Следовательно,

в общем случае гипотеза максимальности неверна и. как мы увидим, спяль
с локальным случаем оказывается более тонкой.

Л е м м а ! . Пусть /: G -+ G' — некоторая Q-иэогепия.
Тогда для всякой максимальной арифметической подгруппы М^ G .

j ( Д/) максимальная арифметическая подгруппа G' и аналогичное верно
для

Лемма ! показывает , что достаточно классифицировать максимальные
арифметические подгруппы и односвязной группе G пли присоединенной
труппе G' = AdG.

Л е м м а 2. Пусть И — арифметическая подгруппа группы G .

Тогда = П f[ Gq содержит коммутант группы 11 и конечная абелева
группа П / И , им е ет экспоненту , делящую экспоненту центра группы G .
Если 11 максимальна в G , то нормализатор AT,- (//t )= Н .

Будем Е5 дальнейшем предполагать, что группа G односвязна (и полу -
проста ) . Тогда для G верпа сильная аппроксимационная теорема ( * ) .

Лемма 3. Если 11 — - арифметическая подгруппа ия С ,7 . го для почти
всех р группа Hw = Gz и является максимальной компактной подгруп¬

пой GQp .
Доказательство леммы 3 вытекает из аппроксимационной теоремы и

следующего общего факта : для почти всех р группы G / p являются мак¬

симальными компактными в Gq . Этот последний факт доказывается пе¬

реходом к ^-оболочке группы 11 и рассмотрением в ней максимальных по¬

рядков.
С помощью леммы 3 легко доказывается
Л емма 4. Существует такая рациональная матрица h, что группа

G' = hGh~l обладает свойством '. G , . . — максима.*1ьная компактная под¬

группа в GQl: для всех р .
Лемма 4 позволяет в дальнейшем , не ограничивая общности, считать,

что G обладает указанным в ней свойством ,

П р е д ло эк е н п_е 3, Если Н — арифметическая подгруппа , макси¬

мальная в Gq, то - максимальная компактная подгруппа G д л я
всех р .

Верно и обратное: если Н <у> — максимальные компактные подгруппы
для всех р и П П 1 р> = Н , та И максимальная арифметическая подгрун-

Г
пп GQ.

Доказательство легко получается с помощью аппроксимационной тео-’

ремы. Докажем первую часть предложения 3. Предположим, что для не¬

которого р , группа //(рй по является максимальной компактной и содер ¬

жится в компактной группе В , - По лемме 3 группа А — Вs X El -

открыта в группе конечных аделей GAO- Тогда по аппроксимационной
теореме _( _1 ) группа Gq П А плотва в А п содержит П . По (G4 П А ) [,н —
~ В =т-- Н&д 14- GQ П Д =?*= И . Остается заметить, что Gv П А является ариф¬

метической подгруппой , а это противоречит максимальности И .

Пр е д л ожи п и е 4. Максимальные арифметические подгруппа 11
группы GQ тогда и только тогда сопряжены в G4, если П . т и /7 ' сопря ¬

жены в GQPC)0O всех р .
Д о к а з а т с л ь с т в о, Пусть я сопряжены в GVp для всех р.

Тогда нетрудно видеть, что множество
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открыто в группе аделей GA( / ). Следовательно, по аппрокснзн) i \войной тео¬

реме пересечение GQ П В плотно n R. Если г еG „П /?, то r/Z^V"1 = Н - р>
для всех р . Тогда rH\i~x С П tt 'i ' - Вайду максимальности Н • я арпфме -

г

точности П Я2 = ПЩР )- Значит,гЯ,г"1 = Яг,
р р

Существенное значение имеет локальный аналог проблемы максималь¬

ности, а именно, оттгсатше максимальных Z , -арифметических подгрупп
группы G. Если группа G без центра, то п атом случае максимальные
армфметические подгруппы G совпадают с множеством максимальных
компактных подгрупп группы GQ . Описание максимальных компактных
подгрупп группы G не так давно получено в серии статен ( ' ) (ем, также
(“ ) для разложимых групп) . Оказывается, максимальные компактные
подгруппы совпадают с максимальными парахорнческнми подгруп ¬

пами. Число классов сопряженных максимальных компактных подгрупи
группы G,jn конечно и в случае простой группы G равно lT +1, где 1Р

. есть Qf ранг группы G (напомним, что группа G предполагается одно -
связной). Отметим, что полное изложение результатов Брюа н Титса (4)
еще не появилось.
Теперь мы располагаем необходимыми фактами, чтобы непосредствен¬

но заиягься проблемой классификации максимальных арифметических
подгрупп.

Прежде всего дадим принципиально полное решение для групп G без
центра , в частности, для любых групп G типа Е( . F . пли G.. Для атих
групп, г одной стороны, рассуждения особенно прозрачны п в определен¬

ной мере отражают общую ситуацию, а. с другой, — здесь нерпа обсуждав
гааяся выше гипотеза максимальности.
Пусть RSV\ i — i, 2,...,/p, jp — lj, -r 1,— произвольные представители

классов сопряженных максимальных компактных подгрупп группы G . п -
Для произвольного конечного набора S — (pt ) рЕ рк ) различных про
стых чисел обозначим через G-^Pu подгруппу 5-единвц группы G.

И (Pi> Ра F * * - т Pkr <ц ("г1 • * ч 't) = ^z(p П I I
d=l d

где 1^ is /,.
rf
-|- 1, T. а.Вото произвольные (!) из выделенных вы¬

ше попарно несонряжеппых максимальных компактных подгрупп групп
Gwpj ,d=1, 2,...,к.

Теорема i. Пусть G — односвязная группа без центра.
Тогда Я {ри • * •,Р»\ i), — максимальные арифметические под¬

группы группы. G. Всякая максимальная арифметическая подгруппа груп¬

пы G Gq- A>пряжена одной и только одной из построенных групп .
к

До к а з а т е л ь с т в о. ПустьF Х |П » 1 - Но аппрокеи
(lua.1 ' p&S I

мацнониой теорему группа 60ц,,. . r f r j является плотной подгруппой F.
Следовательно, Н { Ри * ,РО *i,,,., fn) — плотная подгруппа и

*fП 5ijd>) х (П GZp), в частности Н { ри ..., рк • iu . . ., ift)
(p)

= п№
d=l P^S
или GZft, в зависимости от того, р= pd, d — 1, 2,.,.. к, или p $£ S. По по¬

строению, I П B^d ) ) Г\ ( П ffzpjccfjjp, ,Р(: Н GTl> ианеигмалыпяс ком-
пактпые подгруппы GQT. Значит, H(pi,..., phi i t,..., &} — максимальная
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арифметическая подгруппа в GQ (предложение 3). Остается заметить, что
всякая арифметическая подгруппа G содержится в GQ.

Что касается второго утверждения теоремы 1, то оно выводится пз
предложений 3, 4 и леммы 3.

Теорема I доказала,

И общем случае конструкция усложняется. Максимальных компактных
групп уже недостаточно для построении всех максимальных арифме¬

тических ^-подгрупп (см, предложение 2) , Класс максимальных компакт¬

ных подгрупп необходимо расширить, заменил его классом максимальных
7ц арифметических подгрупп группы G. В силу леммы 1, множество всех
максимальных арифметических подгрупп группы G есть прообраз мно¬

жества максимальных компактных подгрупп группы ( AdG ) ^ . . Для лея
кон максимальной -арифметической подгруппы В 1 группы G пусть

^HQv )= Я- р> П G<j . Из (") выводится, что группы B' :' > { Qy ) образуют ко-
псчпос число классов сопряженных n Ge , ибо IF9') есть канонический
прообраз некоторой максимальной компактной подгруппы из Ad ( Gln .

Через B,iPi ( Q , ) , i — 1, 2 fPt обозпачим произвольных представите¬

лен классов сопряженных подгрупп, получаемых указанном выше копст-
рупцией. Как н в теореме I, для произвольного S = ( pi, р2, р„) рас¬

смотрим

Н ( ри .. рк ; i l t , , „ik ) ~ -Vc jGztp, Pfc> f ] (Д$£* ( C*w))) .
тде 1 < U jpd.

Teo р е м а 2, Всякая максимальная арифметическая подгруппа груп ¬

пы G G^-eon ряжена одной и только одной из пространственных групп
Ж.Р p,; i u . . . , L ) ,

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2 аналогично доказательству второй
части теоремы 1 п дополнительно использует лемму 2.

Первое утверждение теоремы 1 отсутствует в теореме 2. Примеры по¬

казывают. что оно не вефно в общем случае. Поэтому в общей ситуации
необходимо пользоваться а л г о р и т м о м с р а в н е н и и, чтобы из мао
жества групп П (щ, . . , , рь ; г ,, . . . , ц) удалить немакенмальпьте.

Следующая теорема указывает широкий класс групп, для которых ве¬

рен полный аналог теоремы 1.
Т е о р е м а 3, Пусть G — разложимая группа ( за исключением, еоз-

можно, групп типа £> „).
Тогда всякая подгруппа Й ( р,,... , р,; й) максимальна в G и

этими подгруппами с точностью до G^-сопряженности исчерпываются все
максимальные арифметические подгруппы группы G.

Доказательство использует специфическую структуру каждого н :« ти* *

пол разложимых групп.
Для специальной линейной группы н енмплектнчеекпй группы теоре¬

ма 3 фактически доказана соответственно в ( “ ) и (*). Для трупп G типов
Ег , Ft нлп Gz теорема 3. разумеется, является весьма частным случаем
теоремы 1,
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