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О РЕГУЛЯРНОСТИ ОБОБЩЕННЫХ РЕШЕНИИ УРАВНЕНИЯ
del (д~и1дх*дх ') = ф(зг*зе*. . . , ж")> О

Пусть в области G переменных х', х г , . . . , хп рассматривается урав¬
нение

del (д*и / дх'дх1 ) = ф (ж1, х2, . . . , х") > 0. (1)
Пусть и (ж1, х\.. . , ж") выпуклая функция, заданная в G и F : г —— н (х ) — задаваемая ею гиперповерхность. Нормальное отображение
гиперповерхности F состоит в сопоставлении точке (ж, z ) гинерповсфхно-

•сти точек ( р ) , декартовы координаты которых являются угловыми коэф¬

фициентами инориых гиперплоскостей / в точке (ж, z ) . Если гиперповерх¬

ность F гладкая, то образ точки (ж, г) при нормальном отображении един ¬
ственный и

Pi — dz j дх\ p^ = dz 1дх2, . .. , р„= dz ! дх".
Образ борелевского множества при нормальном отображении выпуклой
гиперштерхности является тоже борелсвскнм множеством.
Выпуклая функция и { х\ ж2, . . . , х") называется о б о б щ е н н ы м р е¬

ш е н и е м у р а в н е н и я (1) в о б л а с т и С, если для любого борелеп-
ского множества М на гиперповерхности Е: z — ц (х) имеет место равен¬

ство
| dpidp-i . . . dpn = |ф dx1d x i . .. dxn, (2)

“ <м> it
где tij ( iV) — нормал!,пое изображение множества М , а М — его проекцияна гиперплоскость с = 0. Дважды дифференцируемое обобщенное решение
уравнения (1 ) удовлетворяет атому уравнению в обычном смысле. Сущест¬

вуют простые и достаточно аффективные геометрические приемы построе¬
ния обобщенных решений, удовлетворяющих тем или другим дополнитель¬

ным условиям ( * г ). Г! частности, задача Дирихле для уравнения ( 1 ) в
строго выпуклой области G неограничено разрешима. Именно для любой
непрерывной положительной функции <р, заданной в G , и любой непрерыв¬

ной функции ф, заданной на границе G , существует обобщенное решение
уравнения (1) в области G , принимающее па ее Гранине значения ф.
Целью настоящей заметки является исследование регулярности обобщен ¬

ных решений уравнения ( 1 ) в зависимости от регулярности правой части
уравнения ф.
Т е о р е м а 1, Если правая часть уравнения (1 ) положительна и при¬

надлежит классу С1, к ^ 3, то любое строго выпуклое обобщенное решение
этого уравнения- принадлежит по крайней мере классу С*+,+*, 0 < а < 1.
Если правая часть уравнения аналитическая, то решение аналитическое.
Требование строгой выпуклости решения в условии теоремы при п > 2

существенно, как показывает следующий пример. ,
Функция

и (х) (1- я'Т"-11 S (*k )2 "jn-ivn

в области G: \ х| < 1 является обобщенным решением уравнения (1)
с аналитической положительной правой частью (ф). Однако это решение
не принадлежит даже классу Сг.
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Доканателы'.тпо теоремы 1 и существенной части Оттирается па слсдую-
гцуго теорему, представляющую самостоятельный интерес ,
Теорема 2. Пусть п( х ) — регулярное решение уравнения ( I ) в ко¬

нечной выпуклой области G, удовлетворяющее краевому условию
и~ с,х1 4- СцХ* + * + + Со, (3)

где с ,|Т с;, . , , , си , с,, — постоянные.
Тогда для вторых производных решения внутри области G уплено уки¬

сать оценку е зависимости от максимума модули решения и его произ¬

водных первого порядка; максимума и минимума функции г( и ее произ¬
водных до второго порядка и расстояния до границы области .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем г рассмотрение фупкпшо

(4)

Т = с13? 4 с&1 4- , , . 4 спХп4 с„ — н (я).
Индексом н указано дифференцированно по фиксированному направлению .
ОчсЕ511..1но, функция ш достигает максимума в некоторой точке О области G
Примем направление п за координатное, а другие оси координат выберем
так, чтобы F! точке О было и, — 0 при iФ ; и чтобы переход к новым ко¬
ординатам был унимодулирным . Прологарифмируем равенство (4) п про¬

дифференцируем его дважды по ,т , . Тогда и точка О, где ш достигает мак¬
симума , будем иметь

ЫеЫвд 4— р- — 0; (5)

Умножая равенство ( G ) на иш / ни п суммируя no t, г помощью равен¬
ства ( Г> ) подучим

V цшщ у (нщ]ц)а _ П|<ыд _ у ("ши )а _
I "if I W-Ii с Wfl

~ (^)*+*.+«a=f -a?3f . @>
Теперь продифференцируем уравпевпе ( I ) дважды по хк в точке О ,

Получим
у и_т _ Т,*, ип ’

* ( 3)

У"пал у / ЦНЧЦ^Д ( Mija)a
| ^tut

Т "** $Д '

u^jj ) ” V

Возводя равенство (8) и квадрат и вычитая сто ив (Й ) , получим

у “ нгвд __ у (Hijn)3

Т
(1л ф)ше

Вычитая равенства ( 7 ) п ( 10 ) почленно тт замечая, что
W =&;. 0, получим

“ W
Е

'

£.: + 0(1,; , ( In ф}, -| (In ipW < О ,

г точке О

( 1П

В левой части неравенства опущены неотрицательный слагаемые вида
(«пьГ / Ь&и 0» iФ а) .
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Умножая неравенство ( I I } па и вводя «?, получим
-|- Aw 4 В^0, ( 12)

где А тг В допускают оценку в зависимости от указанных и теореме 2 ве¬

личин . Из неравенства ( 12) очевидным образом получается оценка дли ш.
Если ее обозначить через и»,-., то всюду в области G

«*« Ф W a / Е.

Очевидно , для I имеет место оценка снизу вида £ > ей, где б — расстоя¬

ние до граппцы области G. Поэтому
Наа < w„ I (сб).

Так как а — произвольное направление, то полученная оценка для и ,, й за¬

вершает доказательство. Теорема 2 доказана .

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы t . Пусть Р — гиперповерхность , за¬

даваемая решением з = « (я ) , Не ограничивая общности, будем рассмат ¬

ривать не всю гиперповерхность F , а окрестность произвольной ее точки ,
отсекаемую гиперплоскостью. Чтобы не вводить новых обозначений, сохра ¬

ним за этой окрестностью то же обозначение F , Для простоты вывода бу ¬

дем предполагать гладкость (С1) гиперповерхности F.
Рассмотрим контактное преобразование гиперповерхности F. Это пре¬

образование состоит в сопоставлении точке (ж) гиперповерхности F точ¬

ка (у ) с координатами
У > = WJ, у = = и* Уп — »п,
у .-, = U — Jl iX * — — , , , — «-Iя ,

где «л = ди ! Эх*. Когда точка (х ) описывает тнперповерхность Г , ее об¬

раз ( и ) описывает гладкую строго выпуклую гиперповерхность У , с опор¬

ной функцией
// t«

У 1

У >
Уп \

’ * * ’ Уп > ’
касающуюся вдоль края некоторого выпуклого конуса. Если край гипер¬
поверхности F лежит в гиперплоскости z = срс1 -f- cuxs -f- с ,:хл - I- c0,
то вершиной конуса Ft является точка (с^, £Ц , . . . , c„) .

Возьмем на луче , исходящем из вершины конуса F), проходящем
внутри конуса , на достаточном удалении точку О . Построим конус Тт; п
гиперповерхность /д, симметричные конусу Ft и гиперповерхности Ft от¬

носительно точки О . При достаточном удалении точки О по лучу гиперпо ¬
верхности ! п Г будут внутри обоих конусов К , м V , . Построим выпуклую
оболочку гиперповерхностей F , и F 2 t Обозначим ее через Ф, Она имеет
центр симметрии О и гиперповерхности Ft и Рг являются симметрично рас¬

положенными на ней частями.
Гиперповерхность имеет а каждой точке определенную гауссову кри¬

визну К , если ее определять как предел отношения площади сферического
изображении к площади поверхности . Эта кривизна просто связана с пра¬

вой частью D уравнения ( 1 ) . Именно, в точке с нормалью направления
( 1 . ,г . х" I” ) гауссова кривизна К определяется по формуле

l / K = (1 + (х 1 ) 1 + + (х") г )"'3+у
Отсюда следует, что если ср с. 6’*, то вАс С" .

Обозначим через S поверхностную функцию гиперповерхности Ф . Гак
называется функция множеств на единичной сфере, значение которой на
произвольном множестве М есть площадь 5 (Л/) множества тех точек ги¬

перповерхности Ф, которое имеет своим сферическим изображением М .
Построим на единичной сфере положительную, класса С\функцию А’«,



удовлетворяющую условиям: 1) функция множеств

S m ( М ) = \‘
м т

симметрична относительно центра сферы и слабо сходится к S(Jtf) при
m — оо; 1!) на любой компактной части сферического изображения гипер¬

поверхности ft функции Кп равномерно сходятся к К вместе с производ¬

ными до третьего порядка.
Построим замкнутую выпуклую гиперповерхность Ф,„ с гауссовой кри¬

визной Л' (v) в точке с внешней нормалью v (проблема Минковского).
Ввиду симметрии функции Sm необходимое условие существования поверх-
ности Ф„выполнено

Jj V dSm — 0.
Cd

Поверхность Ф,„ принадлежит классу С' ( J ). В силу единственности реше¬

ния проблемы Минковского при ш — > оо гиперповерхности Ф„, сходятся
к Ф.
Обозначим через (я4, х1, я") опорную функцию гиперповерхно ¬

сти Ф,„, а ее значения при х°=1обозначим через
tim (х) = Нт (1, х\ х2, . .. , x f t) .

Так как гиперповерхности Ф,„ сходятся к Ф при т-> оо, то функции
ит (х) -* и ( х ).Положим

<P« (z) = ч> ( х )К / Кт.

Ври т-*- о° {р„, сходятся к (р равномерно вместе с третьими производ¬

ными в любой компактной части G. Функции ит в области С удовлетво¬

ряют уравнению
dot (дга / дх'дх1) = ут. (*)

Фиксируем теперь компактное множество М н области <Т. По теореме 2
для вторых производных решения ит (г) уравнения (+) имеют место ап¬
риорные оценки. Эти оценки можно считать равномерными при достаточно
больших т. Имея оценки для вторых производных, можно получить апри¬

орные оценки для третьих производных (*). «Эти оценки гарантируют
принадлежность предельной функции гг (я ) = Пш и„. ( х ) , но крайней мере,
классу С“ \ Согласно общей теореме о регулярности решений уравнении
эллиптического типа, из принадлежности решения в(я) уравнения (1)
классу С1' 1 следует его принадлежность классу Теорема I доказана.
Т е о р е м а 3. Теорема 1 имеет место, если условие строгой выпукло- -ста решения заменить линейным краевым условием на границе области G

и= С„+ CiX * + ...+ е„х\
Сл е д с т в и е. Теорема 1 имеет место, если заменить требование стро¬

гой выпуклости решения требованием полноты поверхности, задаваемой
решением.
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