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i . Пусть заданы выпуклые по i c£' функции }, ( х ) , ) (= J = { 1
. . . . mV Опознании f ( x ) = mux Под задачей выпуклого чебышсв-

1 i f=J
ского приближения понимают задачу отыскании вектора х‘ из условия

f ( x‘) = min / (i) =* min max /;(*). (1 )
* X jf=J

'Вектор x* называют ч е бышвн скин приближени ем си с т емы
/.

Миниыальи ы м назовем множество J сг 7 , для которого

min max f 3 ( х ) - - f (л;'), a min тех f } (х)< / (л‘) V/S7-
х /SJ я

Единственность вектора х* следует, например, из предположения стро¬

гой выпуклоста любой /Дат) , / Щ J .
Если же указанное условие не выполнено, то множество £ 2 . —

~ {я: } ( х ) — f ( x’ ) = PL} может, вообще говоря, состоять более чем из
одной точки .

Оказывается, что в атом случае J4.rJ ) = {/: f i ( x* ) = f ( x* ) } содержит
непустое подмножество Т — { j : f } { x ) — р , V i r e Q , } .

Рассмотрим множество J\J , п по* гг иним задачу отыскания

пг - miл max /j (я) .
КЗ, ,

Если fis = {;r: max /,(ж ) — ц:] состоит более чем из одной точки,
7fc= J\J -i

T( f рассуждая аналогично предыдущему, придем к существованию мипже-
огня /, =? {/: J j ( x ) щ V i e f E}. Пусть / (2) = 7 1 J /:: , Процесс ны-
дслепня множеств /г продолжаем до тех пор, пока либо для некоторого q
множество Q, окажется состоящим из одной точки, либо окажется
l { q ) = Л

Каждую точку хт множества Й, будем насыпать н аилучшлм ч с б FH
ш е в с к 1 г м п р п б ли ж е и и е м (н .ч.п . ) . (Для задачи чебышенскшо п рп
ближет:я фушшнп па конечном множестве понятно н.ч .п. расе мат нша-
лось в ( ’ ) , ) Отмстим , что каждое п .ч п . является решением задачи аетор¬

ной оптимизации (оптимумом по Парето ) вептор-функцнн F ( x ) —= ( х ) ) на Еп, т, е .

F ( j’ ) = min {ri: ,F(;r ) те E"}„ (2)

Неравенство d' ^ (T оапачает, что d ' ^ d r для j = /.
В настоящей работе отроится вычислительный метод для отыскания

н .ч.п. и исследуется его сходимость.
Основная трудность, возжигающая при решении (адачи ( I ) , cmuaim с

тем, что / (г) не везде дифференцируема , если даже гладки /,(*) , / <= Д
Решав задачу ( 1 ) методом иапскорепгаего спуска (V) , приходится аводить
параметр , которым в некотором смысле «сглаживает » функцию f ( x ) в гоч-

sas



ках, где она недифференцируема. Наличие указанного параметра позво-
ляет устранить «заедание» процесса, но при этом усложняется отыскание
па каждом шаге направления спуска , так как введение параметра увели¬

чивает размеры экстремальной задачи, решаемой для отыскания указан¬

ного направления. Интересный метод для решения задачи типа (1) пост¬

риге я (‘}, однако последовательность приближений, получаемых при его
использовании, вообще говоря, не сходится к н.ч.н,

В настоящей работе строится вычислительный метод, являющийся па -
риантон метода наискорейшего спуска , однако вместо локального сглажи¬
вания функции }{х ) в точках, где она недифференцируема, производится
глобальное ее сглаживание во всем пространстве. Это позволяет избежать
решении на каждом шаге экстремальной задачи, дает возможность полу¬
чить последовательность {.г1'}, сходящуюся к н.ч.п., п оценит г, п некоторых
случаях быстроту сходимости метода,

2. Изложению вычислительного метода предпошлем следующие леммы.
Л е м м а 1. Пусть функции /, ( ,т) , j е= 7, выпуклы и положительны в

Е",тогда для любого целого к функция F k ( x ) = )1-* выпукла, приг¬
нем

О Л ( ar> — f ( x ) ^ m j ( x ) / к V x ^ Е".
Л е м м а 2. Пусть /,{.с) , j Ет /,— положительные дифференцируемые

функции, градиенты которых удовлетворяют условию Липшица, тогда для
любого целого к функция Ftl (ж) дифференцируема и существует константа
L > 0 такая, что градиент (х) удовлетворяет условию Липшица с кон¬
стантой Lk, т. е.

И VF*(*) -V F k ( y ) I! II г-i f л.
Л е м м а 3. В предположениях леммы 2 относительно функций f i( x ) ,

;d /, для любого целого к > G имеет место неравенство
Ft (х- / V/’

* <*)) < F ,_ (X) - i / -^; t vFtИ f ,
причем l'\{ x — t VFjk (i) ) F;. (x ) Vi e=. [0, 2 / { L k )\ .
С л e Д с т в и e. Д л я V t e [0, 1 j ( L k ) J имеет место

F k ( x — t V F t: ( .r)K F k (x) [ v F k ( x ) IIs.
Л е м м а 4. Пусть положительные функции f i ( z ) , } -̂ J t сильно выпук¬

лы, т. е.
и (*) + h 0/ ) 1 — TjS* — ® F< Г } > 0, /е /.

Тогда для любого целого k ~s> 0 функция к\( х ) сильно выпукла, т. е.
F ,Ь )<. -^ \ Fk to + W ] — т II ^ — У 1Р> г = min Tj.

Отметим, что выпуклость (сильная выпуклость) /ч (х) следует пз соответ¬

ствующих свойств функций f , ( x ) , j & J , и неравенства Минковского *.
С л е д с т в и е. Если функции /Да:) , / e J, дифференцируемы и удов¬

летворяют условиям леммы 4, то
а) F к (ж ) - Fit (я*) > VaTl* — х’Лг>

б) > 2T (Fk (x) — Fk (4)),
где F* ( xk* ) = min F k ( x ) .

X

Перейдем к изложению вычислительного метода.
3. В качестве исходного приближения выбираем произвольный нек-

тор х а. Пусть уже построены приближения х\ , . . , я”-1. Очередное нрнблп-
* Доказательство леммы А в случае дважды дифференцируемых

сообщил актеру Г. Д . Майстропсинп.
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жопис отыскиваем по формуле
т* = я*-1 (**-') ,

где
< 3)

1к шах|т *= -— : TV/' * (**-') ) <
— т|| l )|p, v — целое|т

a io — достаточно большое число.
Заметим, что в силу леммы 3, начиная с некоторого номера величина

ktk не будет меняться н для определения параметра (* понадобится вычис¬

ление значения функции Л (ж ) лишь в одной точке х"- 1 — f* V/\(iE*“ ').
4, Сходимость процесса ( 3) устанавливает
Т е о р ем а I . Если градиенты положительных функций f i [ x ) ,

удовлетворяют условию Липшица и £ 2 (х") ~ {х : ] { х ) ^ /(х11 ) ) ограниче¬

но, то любая сходящаяся подпоследовательность из {х*} имеет своим пре¬

делом Н.Ч.П..г' <=
Скорость сходимости процесса (3) устанавливает
Т е о р ем а 2. Пусть положительные функции /, (х ) , jе /, сильно вы¬

пуклы, их градиенты удовлетворяют условию Липшица и у > L, тогда
Л (х‘) - f ( x' ) < e l k, ||х* — х* ||а < с , j к. ( 4 )

5. Процесс (3} можно использовать для решения общей задачи выпук¬
лого программирования, состоящий ^отыскании

ф* = ф (х* ) = min {(р(х ) : q>j(x) ^ О, jе /} , (5)
если известно яначеппе <р' Легко заметить, что последняя задача эквива ¬

лентна задаче (1) , если к системе функций /, (х ) - фДх) , jе J , присоедн
НИТЬ /о (х) — ф» (х) = ф(х) ф*.
Для применимости процесса (3) необходимо лишь к каждой функции

фДх), ] & J' — J U {0} прибавить такое положительное число, чтобы полу¬

ченные функции оказались положительными на £2 (х ). Будем считать, что
это уже сделано я функции фДх ) , / (= /', удовлетворяют условиям тео¬

ремы 2. Тогда применив процесс (3) для решения задачи (1) с системой
ф (х ) ,|е / получим последовательность {.г*} , сходящуюся к х’ со ско¬

ростью ( 4) , а также окажется, что
lim /Фк (х* I ) J*-1 =- и ] , } <= J' ,
.fr-fc-XJ

где Фк ( х ) = ( ^ D? (E) )*.
if=J'

Если многкество Q = {х: ф-, (х ) ^ 0, /е /} удовлетворяет условию
Слейтера, то ь‘а 2> 0. Поэтому для множителей Лагранжа, соответствую¬
щих ограничениям задачи (5) , получим

U J Л-ÿ™
- 4-1

/ £ЕУ.
1'Q 4-* зй 1 фо (3^ *} -I

Гакны образом, применение процесса (3) к задаче (4) позволяет пост ¬

роить последовательности, сходящиеся к решению прямой и двойственной
задачи выпуклого программирования.

В заключение отметим, что процесс (3) можно применить для решения
задачи (4), если ф, ¥ неизвестно, а известна лишь оценка снизу для ф*.
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