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L Рассмотрим- краевую задачу
iPu / dr8 = Ап, 0 < х< + оо; ц (0) = н0т |u ( -f оо) j < <x> t (1)

il задачу Коши
dvjdx= — Av, 0 < x < +oo, v (0) = us. (2)

Рассмотрим вначале пример: А — скаляр, Re /1 > 0. Мы хотим по¬

строить лилейный оператор 9т такой, что и= 9h\ г. е. выразить реше¬

ние краевой задачи ( I ) через решение задачи Коши (2). Имеем и=
= 05ср ( — хуА ) и.ъ, v = ехр ( — хА )а„, п при Re р > О, Re А > 0; р 0
справедлива формула (' )

|ГТ exp (- - pt
') dt = у -jL erp (-YpA)- (3>

Следовательно, при х > О

Тем самым и ( х ) выражено через г.’ (я ) .
Мы докажем формулу (3) для некоторого класса линейных замкнутых

операторов А с плотной областью определения, действующих в банаховом
пространстве В. В п. 2 мы применим эти результаты к уравнениям с част¬

ными производными .
Формула (4) сводит решение краевой задачи (1) к решению задачи

Коши (для частных производных — к решению смешанной задачи — см.
и. 2) и квадратуре, что значительно упрощает численное решение задачи
(I) на ЭВМ .
Т е о р е м а I , Пусть резольвента /? ( /.) = ( А - Jj ) ~l существует и удов¬

летворяет оценке
ИД (А ) И < с (1 + |?.| )-* (Не >. ^ «„ы, > 0). (5)

Тогда при р !> 0 справедлива формула (3).
До к а з а т е л ь с т в о. Имеем при t 1> О

»-И»

ехр ( — tA) — -~j- j е~1Х Я (У,) dk; (6)

(- t Y 74 )- J <r^r H (A) dK (7)
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где ft < si <r (JID ? у грдптща полуполосы JIm Л 1 ^ е . — оо < Ее >. <1
< 6 <L Шп , Здесь « > 0 п для выбрана главная ветвь. Интегрируя по
вагтли,|)в;|уча(ш 1 что при f О

е1р ( _ "ir) = "5Г J e~ }'!W Н' ^ dX ш

ГГодгтавляя эту формулу в левую часть ( 3) , получаем абсолютно сходи
шипен двоЛ FToix интеграл . Переставим порядок интегрирования; тогда ин¬

теграл по dt берется, п мьг получаем , что левая часть ( 3) равна

Т J W [Vf Л' (1) <й.
1Й— in г *

ТТ ;з (5) и выбора петли \к следует, что контур интегрирования можно про-
деформировать в контур у (см , ( “ } ) , Иптсгрируя по частям R'dX = dA
используя (7 ) . получаем правую часть (3).
Теор ема 2. Пусть резольвента Я ( А.) существует и удовлетворяет

оценке (5) при Im К^ — <±> п , где <эв* > 0.
Тогда при х 7> 0 справедлива формула

\ t-'i*eitx exp '
t *

eip{- iУ A). (B)

Дока з а т е л ь с т в о, Интеграл в левой части (8 ) не сходится абсо¬

лютно, п мы определим его как lba I f ( t , j) tp (efJ dt , где IU , ? ) — подыч-;;
тегралыюе выражение па (И ) . Здесь функция ср (/ ) A55 CV [ft, ) равна
нулю нрц t Y> 1 и равна 1 при О t ^0,5, Обозначим через F [ x . a, if )
левую часть (8) , где пол злак интеграла внесена срезающая функция
ф(е( ) , Пат; и в теореме 1, проинтегрируем интеграл е хр ( - 1Лх! {Щ ) по
частям; тогда мы получим абсолютно сходящийся двойной интеграл
Е [ х , г , ip}. Переставляя порядок интегрирования, получаем , что интеграл

по d t имеет впдФ{к , т, q>) = — \ Г'* exp — - 'р (е^) d t , где

/ . •— I ia — ж . — s a -f c o ) , те ;> 0. Обычным способом доказывается, что
]im <l) (e, х , q>) существует п нс зависит от и этот иредел равен
с— r 4-iT

фо (^>. ) =- — iê t\ у'|{х~Ч* + W ŝH&Jexp ( — х y"£j, Здесь для у! выбрана '

главная ветвь . Итак, левая часть (8} равна

\ ф-
0 (г, К ) JF (л ) с2/,.— it*— 9?

Деформпрун контур интегрирования л контур у (возможность .тпо . ! .
зываетсп так же , как и к теореме J ) о интегрируя тю частям /ГгТ/ = dlt
получаем правуго r!fuyri (3) ,

Т е о р ем а 3. Пусть ще D { A _ <I ) для некого рога п О,

Тогда
1 ) Если выполнены условия теоремы 1, то при х > П имеет место фор¬

мула ( ) ) ;
2) Пусть выполнены условия теоремы 2, и пусть и ' ( т | — решеищ за ¬

дачи
dw / dx LA wr 0 < i< ®, t p (0) = Et(, (9)
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Тогда при х!> О

и ( j;) - j t '̂ exp {itx ) IT [ * j dt , (10)
о

we it( j;) — решение задачи (1).
Док а з а т е л ь с т в о следует из теорем i, 2 и явных формул д:гя реши

вий зада я (1) , (2) , (9) (см., например, (3) ) .
2, Применим полученные результаты к уравнениям с частными прп -

ИВводи1лми.
Iе. Рассмотрим уравнение Гельмгольца в полосе П: О <С х <Z +«>,

О< у<1\
Ли -j- #*ft3(у)и = О, (11)

Поставим краевые условия
ди I ду + ikgvJi= 0, у = 0; ди / ду — ikg,u = 0 , у= I ; (12)

печальное условно
« (О, уЛ ) « Др, к ) , (13)

и условия на бесконечности
i 1

лJ|н ]**/ — ® (1)," рн*|? ^= о (1) (.r^i4 (14)
О О

Пусть п~ ( у ) — достаточно гладкая функция, и* (у ) 2> 0, уQ [(!, i],к > 0, £„> 0, > 0 и / (у, к ) 5@!L ~ ( [0, Л ) - Задана (11) — (14) — ото
задача о нахождении звут;оного поля с волноводе с поглощающими грани¬

цами ( s ). ТС данном случае А — оператор в £j{Qt 2) , порожденный вираже
ином o' I ду* -\ к'и- ( у ) и краевыми условиями ( 1 2) . ТС силу выпора д - п
я?{ у ) условия теорем 1 н 2 выполнены. Следовательно, справедливы ( 4) ,
(10) , где н. (Г - решения уравнений Теплопроводности и Шредингера ео-
отнет г тпенно;

к ди ! дх = dh- / ду 1 -j- irn- ( у )и, — ikdw / дх= d'-' w / ду- -г к21>'2 ( у ) и>

е. данными Кон пт (13) и краевыми условиями ( 1 2 ) .
2*. Пусть S a ft ^г1 - огрлппчеиппя область с границей класса С ’ ,

х' — U,, . . . , хп _
[) , и Г — LST X (i1 .. : 0 ^ г,< -) } полуцилиндр. Рас¬

смотрим уравнение
2£,и= {д*!дх\— .4 {х\д /дх' )) ы = 0 ( х\а^) ЕЕ Г. (13)

Поставим краевое условие
ди / дп+ £( а£)в|г'= 0 (или ц| г » — 9) , (1(5)

1Де Г' — боковая inmepicпоста полуцилиндра, д f дп производная по нор¬

мали к Г1'; начальное условие
ц{0, x' ) = f ( x r ) (17)

и условня убыкл I [мя pelпений при £„-г- -j-oo

|(|и {х\ хп) Is -J-|ди (х\x^idx,,|Е ) dx = о (1) (JSU — + со). (13)

Оператор 1£ — ^л;шптилич:кмн и Г, оператор .?£ эллиптический в .Ь\
п— 1 п— 1

л = 2 -4т~ ) + 2 -&г + с^' )-
I,#— 1 1 } ' J 1 1

Здесь а ( х' ) - а,. { г/ ) вещественноэначные функции . b -J : с, g, / — к ом ¬

плекспозначные функции; лес функции предполагаются С " глндкимн ( на
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самом дело, достаточно конечной гладкости зтчх функций , но недостаток
места не позволяет нам уточнить условии г шдкости) . Тогда имеет . : .
Теорема 4. Если, спектр оператора А в Ь« ( S) , порожденного . 4 и

краевым условием (16) , лежит в полуплоскости Ко >. > шм > 1 )
; то спра¬

ведлива формула (4) , еде v (т ) решение :шипчи
dv / дх* — с-4 ( JC^, д I дх' ) v, .tf е S,

с условиями ( 16 ) и ( 17) ( при х' е= <)S ).
Действительно , опенка (5) для резольвенты л этом случае следует из (* ) ,

Аналог очно доказывайте»
Т е о р е м а 5. Если спектр оператора. А лежит в полуплоскости I г и л SU

ю( <; 0, то справедлива формула ( 10) , где и: ()г) решение задачи

— 1 ди> { 0хя^ .с4 ( х\ д / дх' ) IP, х'е S,

с условиями ( 10) и ( 17 ) .
. Аналогичные результаты имеют место в случае, когда

[ ) . 4 — эллиптический оператор порядка 2т^ 2;
2) на Г' поставлены условия Лопатинскосо — Шапиро Н , { .т\ д;дх’ ) и\ г >=

= 0, I ^ j m , ord В - < 2m ;
11 ) задача •4'>и = 0, l e i', В*ч | i> = 0 самосопряженная, где ,&/*, Б* —

главные чисти л4 , В :
1) спектр оператора А лежит л нулито в полуплог.т;OCTI I ,
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