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Статья иоевящена формулировке одной общей равповесио-оитиыуль-
нон задачи и установлению экнивалентности специальных равновесно-оп¬

тимальных гшдач некоторый моделям экономики. ]} п. 1 устанавливается
существование равновесно-оптимального вектора, в п. 2 рассматривается
модель производства, обобщающая известную модель А. Пальда, и я . 3 ис-
следуется нелинейная модель обмена Д. Гейла и, наконец, в п. 4 устанав¬
ливается эквивалентность модели Эрроу — Дебре некоторой равновесно-
оитнмульщш задаче, что приводит к новому доказательству существования
равновесия в этой модели.

1, Пусть задано выпуклой замкнутое множество 12 сг EN , а также йог
иутые по V Е' при фиксированггом х е Й и непрерывные на 12 X 12 по
переменным х н X функции Ф.. (х; Л') , Ф, (х; X ) . . , . , Ф , (х; Y).

Обозначим
12 (х) = {А+Й: Ф , (х; X ) 5= 0. i= 1 и}.

Поставим задачу отыскании век гора х* такого, что
х* ей (х*) ; шах {Фа (г*; X) : Arel2 (x'r ) } = Ф» (х*; х‘) . (1 )

Вектор х* будем называть р а в н о в е с н о - о п т и м а л ь н ы м, а сформу¬
лированную задачу — р а в н о в е с н о -о п т и м а л ь н о й.

И приводимой теореме устававливается существование равновесно-оп¬

тимального вектора я*.
Т е о р е м а 1. Если выполнены условия :
а ) 12 ограничено -,
б) 9ля каждого х е й существует вектор Х (х ) ей такой, что

Ф , (х; Х(х) ) > 0, t = 1,.. . , и,
го равновесно-оптимальный вектор х* существует.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим точечно -множественное отобоя-
жение

qp (х) = {AG £3 (х) : max Ф„(х; г ) - Ф0 (х; X )}.

Подмножество D(E) множества 12 непусто, выпукло и замкнуто. Докажем,

что отображение <р (х) полунепрерывно сверху. Пусть + -— х; Р Л ;
Xft е= cfi (x*). Требуется доказать, что X ^ ф (х ) . Предположим противное,

-т, S3.
шах { <!>,, (х ; X ) : X 5!](2)} > Ф„(х; X ) .

Это означает, что существует вектор Х„ E Q (I) такой, что
шах {Ф0 (х ; X) : X 55 9 (E) } 5Ф» (х; Х„) > Ф„(х; Г ) ;

Ф; (х; Х„) > 0, 1 = 1 п.

Поэтому дли достаточно больших ft
ф, (+; X*) > Ф0 ( X*; X*); X,е Й (х*) ,

что противоречит предположению, что X*с:<p (x") .
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Полученное противоречие доказывает полувепрерывиостьсверху отобра¬

жения ф(лг ) . По теореме Какутанп существует вектор ж * s <f (r‘).
Теорема доказана.
Обозначим

max {Ф(ж; X) : X ей} = Ф (ж; ж). (2)
Нетрудно доказать, что при выполнении условии теоремы I задача (1)

и задача (2) эквивалентны.
Имеет место следующая теорема, уточняющая теоремуI,
Теорема 2. Если для решения х задачи (2) найдется вектор X» ^еQ ( x ) t для которого Ф, (ж; А„) > 0, f = 1,....л, то ж равновесно-оп¬

тимальный вектор задачи ( 1) ,

Доказательство. По самому построению функции Ф (ж; .Y) имеем
Ф(ж; ж) < 0. Однако в силу сделанного предположения невозможно не ¬

равенство Ф(ж; ж) < 0, так что Ф(ж; х ) =0; т. е. ж e0(i), Докажем,
что х максимизирует Ф„(ж; Аг) на 12(ж). Предположим противное,т.е.что
существует вектор X е £2 (ж), для которого Ф»(ж; А ) > Ф„(£; ж) . Для до ¬

статочно малых X > Q имеем

Ф,(ж; X +ВД-А) ) > 0, t — 1 я;
ФДж; Х+ЦХа — X ) ) >Ф»(ж; ж ),

т. е, ж не является решением задачи (2), Б силу цолученного противоре¬

чия ж — равновесно-оптимальный вектор задачи (1).
2. Перейдем к рассмотрению одной специальной модели производства.

Пусть и экономической системе производится m продуктов и используется
г видов ресурсов, имеющихся в количествах а, >0, ,., аг >•О, Величи¬

ны яу (i= 1 г; /=1,,..,т) , указывающие затраты i-ro ресурса, не¬

обходимые для производства единицы / -го продукта, образуют матрицу за¬

трат А. Пусть функция /Дж; г) = /Дж ж,.,; v , г г) определяет
цену единицы /-го продукта при условии, что продукты произведены в ко¬

личествах а цены ресурсов равны vu
Как и в модели А. Вальда ( V), поставим вопрос о существовании ре¬

шения системы

m г

S П ‘ i X i ®и ^ — 1, * - т г f 2 f } {Ж,Н), / 1,.., , Л7 ,

(3 ).

ж }>0, v !>0.
Рассмотрим равновесно-оптимальную задачу, в которой

Г

$0 5=Ф0 (ж, у; А . У) - 2 U (ж;v ) X , -2 <4^6

Ф,зФ,(1,»;Х,Г) =*2 } — 1 и; (4)
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Непосредственно из теоремы 1 вытекает
Теорема 3. Если выполнены условия:
а ) в каждом столбце матрицы Л = (я , ;) имеется по крайней мере один

ненулевой элемент;
б) функции /дх; к ), j = l, .. .. 771. непрерывны и ограничены на 12,

то в задаче (4) существует равновесно оптимальный вектор (г* ; C* ) . -B>B
вектор является решением системы (3) ,

3. Рассматривается рынок товаров из m продуктов. Пусть U \ (х, ) =
= и. ( £н £tm) М*») = «„(snl, In,., ) - вогнутые функции по¬

лезности потребителей, Ъ Г> 0 — ртг -мерньтн вектор наличии всех продук ¬

тов , р 5s 0 — искомый вектор цен продуктов, с= ( yti— t у,) > 0 — п-
мориыи вектор бюджетных ограничений потребителей .

Обозначим через х (р ) решение задачи
шах {iii (r, ) : ( р, Л5) у,; Д5 > 0}.

Задача заключается V установлении существовании положительного векто¬

ра цел , являющегося решением системы уравнений
U

S Х1 ( р ) — Ь' (5>
или, другими словами, н установлении существования положительных цац
продуктов р* , при которых в условиях оптимизации индивидуальных
функций полезности сохраняется равенство спроса н предложения. Рас¬

сматриваемая модель и случае линейных к (дг. ) сведена в ( ) к задаче вы¬

пуклого программирования. Ншке нелинейная модель обмена приводятся
к некоторой ранновесно-оптнмалыгой задаче типа ( 1 ) .

Обозначим
П

X ) =-- s V; 111 (W*i ). X i );

_
I V 1 (8>0 = 1(11. ... ,*»): 2J *. =

i— 1

Поставим задачу отыскания вектора т <= £2, для которого
max А ) : X £2} = Ф« (х ; х ). (7 )

Т е о р е м а 4. Если каждая вектор-функция VH , (*. ) полуположителъиа
и непрерывна для всех О х ^ Ь, то в задаче (В) , (7 ) существует равно¬

весно -оптимальный вектор х — - (f ,, . . . . х „).
С л е д с т в и е. Если все вектор-функции Vu. fr, ) непрерывны при 0 ^7

^ .г , Ь и неотрицательная матрица

V ( x ) = ( V r t j (a V t t. ( l i} VB^J*) )
не содержит нулевых строк и столбцов при хе 1>, то система (5) имеет
положительное решение р' , где

* ди (Т . ) I
/V =~- тах у; -г- 11 ( Vuj (л ; ) , д:^), р — 1 , . , , , гп .

1 I
к Перейдем к рассмотрению модели производства — обмена , предло¬

женной в (') . Пусть в экономической системе производится гп продуктов,
а в процессе производства и обмена участвуют / производителей и п по¬

требителей, Производственные возможности /- го производители задаются
с помощью технологического множества Q , m-мерных векторов продуктов ;

иоведеште i го потребителя определяется множеством Q , m мерных
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векторов продуктов- Xi и функцией полезности и, (х, ) . Как п выше, р озна¬

чает неотрицательный вектор цеп продуктов.Можно считать, что2а0 — * •
i

Пусть в процессе перераспределения доходов г-й потребитель подучает

долю a., 0 дохода J-то производителя. Предполагается, что 2 Pv=1
о

Векторы х,*, . . . , у , у' ; р' образуют состояние равновесия,

если
It I

1) 2 #@
t=L

2) max {Q>*t Pj): y} (= Q ) = ( p\y] ), j = 1, . . . , l ; (8)
i

3) max -] щ (xt): х; <= ЙЦ У }) j- = i = 1 n.
M

Пусть выполнены условия:
а) множества £2,, i — j =1,..., l, выпуклы, замкнуты п

ограничены;
б) вогнутые функции ц, (х{) непрерывны на Q-.
Тогда задача типа (1) с

П I

Ф0 (х , у , р; Л', Y , P ) *= 2 min Ц (Х , ) — н ( (х(); 2 «л ( р > Уд~ (Р , Arj) f -f
I п J

+ 2 (р. C,) + (>- S -2 Уз\ « - о.
>-I V i=X 1 '

m

П= £2Х х О* х • . • X X #1 X Q t x . . . x Q i X|я : /V > 0; 2 P\̂ = 1 ,
обладает решением х\ у‘, р' .

Если для некоторого решения х\ у*, р*

t
min max 2 (1ii0>* > Уз ) ~ (P*

> *i)]>0.
то векторы Xi*, . , , , i»'; y,\ . .. , у *; p* образуют равновесие (8) .
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