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Представлены результаты исследования пространственных до- и сверх­
звуковых течений газа в соплах и каналах переменного сечения. Дана 
постановка обратной задачи теории сопла Лаваля, обобщенная на случай 
пространственных течений. В окрестности поверхности, на которой зада­
ются данные Коши, построено асимптотическое разложение в ряд по функ­
ции тока и указан метод решения соответствующих уравнений. Из вы­
полненных к настоящему времени работ отметим работы (1_3), в которых 
трехмерным методом характеристик рассчитаны пространственные и 
сверхзвуковые течения в соплах, и работу (4), в которой построены ана-
литические решения в окрестности центра сопла.

1. Основные уравнения и постановка задачи. Введем 
криволинейную систему координат, связанную с кривой у = /0(«), распо­
ложенной в плоскости ху. Координаты точки N в этой системе определяют­
ся длиной дуги s, расстоянием по нормали к этой кривой г и углом ф в нор­
мальной плоскости (рис. 1).

Уравнения газовой динамики, записанные в криволинейной системе 
координат s, г, ср (’), преобразуем новымк независимым переменным. 

Новые независимые перемен­
ные i|) и 0 такие, что поверх­
ности ф = const и 0 = const 
являются поверхностями 
тока, которые могут быть 
введены для стационарных 
пространственных течений 
(8). Выкладки по выводу ис­
ходной системы уравнений 
проведем по аналогии с (9, 5). 
В результате получим следу­
ющую систему из пяти диф­
ференциальных уравнений
в частных производных и 

двух конечных соотношений для определения семи зависимых перемен­
ных и, v, w, р, р, г и ср как функций независимых переменных s, ф и 0:

(1,1)

(1,2)
дг2   2 Эф дг2 / Эф
Эф риЭф/Э9 Эф Э6 / 80 ’

др    G (s, 0, ф) Эф др I Эф
Эф иг Эф/Э0 "г” Эф Э0 / Э0 ’

+dw 
ds

иг Эф/Э0 (1,3)
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dr
ds (1,4)

dtp
ds

+ ^-coscp) ;

(1,5)

ZT + 1 9 P(Y~1)/V
(y-1 Y-1

p = pv;

(1,6)

(1,7)

g (s, 0, гр) = It dv _ _ U2 COS Ф w2
----------------------- — I-------------------------------------------------------- --------------------

1 + cos ф R 11 4- cos ф \

Здесь у — показатель адиабаты, и, v и w — проекции вектора скорости на 
оси криволинейной системы координат s, г и <р, отнесенные к а, — крити­
ческой скорости звука; р, р — давление и плотность, отнесенные к давле­
нию р, и плотности р„ в критическом сечении; параметры с размерностью 
длины отнесены к некоторой характерной длине г,, а функция тока 
гр — к p«atGz; K(s) — радиус кривизны кривой f0(s). При w = О, R = оо 
система (1,1) — (1,7) переходит в систему уравнений, использованную 
в (°) для осесимметричного случая. При этом очевидно, что поверхности 
тока 0 = const есть просто меридиональные плоскости и 0 = ср. Суще­
ственным для дальнейшего является то, что уравнение (1,3) не содержит 
производных по гр. Известно, что все поверхности, состоящие из линий 
тока, являются характеристическими (10). Однако в двумерном безвихре­
вом течении линия тока является вырожденной характеристикой. Нетруд­
но при этом показать, что на поверхностях тока исходная система в де­
картовых координатах из пяти дифференциальных уравнений в частных 
производных переходит в систему из трех уравнений совместности, выпол­
няющихся вдоль линий тока, и двух дополнительных уравнений. Уравне­
ниями совместности являются два уравнения движения (в качестве одного 
из них может быть выбрано уравнение Бернулли) и уравнение сохране­
ния эптропии. Дополнительными уравнениями являются одно из уравне­
ний движения и уравнение неразрывности, содержащие производные по 
нормали к поверхности тока. В осесимметричном или плоском случаях для 
безвихревого течения наличие этих двух уравнений позволяет элементарно 
разрешить задачу Коши при условии, что на некоторой кривой, являю­
щейся линией тока, задана какая-либо из компонент скорости (6).

Иная ситуация имеет место в пространственном безвихревом течении. 
Поскольку поверхность тока является характеристической поверхностью, 
то двух дополнительных уравнений и трех уравнений совместности недо-, 
статочно для определения параметров течения на следующем слое (сле­
дующей поверхности тока), так как на этом слое приходится решать си­
стему уравнений в частных производных (1,3), (1,5), начальные условия 
для которой не заданы. Очевидно, что при задании начальных данных 
в какой-либо плоскости s = s0 можно получить решение задачи Коши 
уже на поверхности гр = const.

Таким образом, обратную задачу теории сопла для системы (1,1) — 
(1,7) для общего случая пространственного течения можно сформулиро­
вать следующим образом. Пусть на поверхности г = r0(s, 0) (рис. 1) за­
дано распределение компоненты скорости u = u0(s, 0), а на плоскости 
s = s0 задано распределение компоненты скорости w — ило(О, гр) и коор­
динаты ф = <ро(6, гр), требуется определить семейство поверхностей тока 
и параметры течения в окрестности начальной поверхности тока.

Важно отметить при этом, что задание на поверхности тока всех ком­
понент скорости лишь переопределяет задачу. Для пространственного 
течения обратная задача расщепляется на две задачи Коши. Для уравне­
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ний (1,1), (1,2) задача Коши решается в направлении ф, а для уравне­
ний (1,3), (1,5) в направлении s.

2. Разложение в ряд по функции тока. Построим решение 
системы (1,1) — (1,7) в окрестности начальной поверхности ф = 0 в виде 
рядов по функции тока. Представим искомые параметры и, v, w, р, р, ф 
и 7- в виде (6)

N N

/(з, ф, в) = 2 fn(8,9)ф” + Уф 2 fl(8, о)фта, (2,1) 
п=э п=Э

где f(s, ф, 0) —любая из перечисленных выше функций. Если соотноше­
ния (2,1) подставить в систему (1,1)—-(1,7) и приравнять коэффициенты 
при одинаковых степенях ф в левой и правой частях уравнений, то вместо 
исходной системы уравнений в частных производных с тремя независимы­
ми переменными s, 9 и ф получим также систему уравнений в частных 
производных, но уже с двумя независимыми переменными s, 9 для опре­
деления функций /„(s, 0) и fn°(s, 0). Построим решение асимптотических 
уравнений в случае г0 = 0, R(s) = оо. Имеем

Уо == и0 (s) dr°o/ds, d:p0/ds = wn0/(r°0u0 ($)); (2,2)
(r°)2 = 2/(powod.:po/d0); (2,3)

Р1
У r dvo (2,4)r’uo (s) дфо/д0 L ° &s r® J ’

1 Г,., 1 -9/71 1 (2,5)ds M(lr® у \P^ dQ 2 dQ J’

Предположив малое отличие параметров течения от параметров осесим­
метричного течения, можно методом малых возмущений построить анали­
тическое решение системы (2,2) — (2,5), предварительно линеаризовав ее. 
В результате получим, с точностью до членов порядка е2, следующее при­
ближенное решение системы (2,2) — (2,5):

Pi = Рю 11 — «Too (80) 2 к [ Wol2-— \ Ро<& + Фо0^-(0) 1 cos ,
1 ft=0 L SJ r00(M J JSo

Го (8,0)= r«0 (s) (1 - er°0 (s0) 2 A [ jj p07fc + 2^- ] COS *0} , (2,6)

k=0 So 00

Фо = 9 + 8 2 [ Г°° pods + <p01£ (s0)j sin kQ,
k=<) So

^0 = 8Э^г2 <H8°)sin&9, 4(я) = (^_)/г,
roo Vo й=о

1 , / dr<> ,
-----------“ I,, 00 1 

Pw Г°о (s) ds ds ) ’

где iz7°ll£ (s0) и фо1ь(«о) — коэффициенты Фурье в разложениях начальных 
функций и?о (8, 0) и фо(8о, 0) по sin k0, as — параметр малости.

Из формул (2,6) следует, что если при s = s0 положить фои(во) — 0, то 
в этой плоскости поперечное сечение сопла имеет форму окружности, 
однако при увеличении s уже не будет обладать осевой симметрией, а при­
обретет форму, определяемую начальным значением woik (so). Если 
е = 1 / R, то можно показать, при га = 0 и R #= оо, что с точностью до 
величин порядка е2 в поперечных сечениях сопло сохраняет форму окруж­
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ности, однако ось сопла при этом криволинейна в соответствии с законом 
изменения 7? = R (а).

Разностная схема для численного решения обратной задачи при про­
странственном течении может быть построена по аналогии с осесимметрич­
ным случаем (5,6). Результаты расчетов по формулам (2,6) представлены 
на рис. 2, на котором изображено сопло, осесимметричное до минимального 
сечения и имеющее при двух плоскостях симметрии некруглую близкую 
к эллиптической форму поперечного сечения вниз по потоку. Показана 
форма поперечного сечения 
сопла в различных сечениях 
s = const. В выходном се­
чении при s = 2 отношение 
полуосей равпо 1,5. При рас­
чете этого варианта было 
принято 50 = 0, к = 
= 0,875, у = 1,4 и

w0 (S) = 1 +

(1 — Мто)(йто — 1)(е-«/ь_1)+
где = 0,1; = 1,9;
1 / b = 3,5. На этом же ри­
сунке представлено геометри­
ческое место точек 9 = const, 
т. е. проекции на плоскость 
yz вторых поверхностей тока, 
и величина Pi / pi0 в различ­
ных сечениях в зависимости 
от 0. Очевидно, наличие 
перетекания газа из плоско­
сти Z = 0 в плоскость у = 0.

Рис. 2. Геометрия поперечпых сечений и линий 
тока пространственного сопла с двумя плоско­

стями симметрии
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Пунктиром изображена геометрия сопла в
осесимметричном случае при том же начальном распределение скорости.
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