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1. Пусть Хп — дифференцируемое многообразие со структурой декар
товой композиции (‘). Это значит, что Хп расслаивается на q- и p-парамет
рические семейства S, и S2 поверхностей V? и Vq (п — р -ф q, р S7 q). 
Семейства 52 и St зададим соответственно вполне интегрируемыми систе
мами линейно независимых форм Пфаффа <оа (а = 1, ...,р) и ай (и = 
= р + 1,..., п). Условия полной интегрируемости этих систем форм за
писываются в виде

АА = <А /\ соф da>u = со1 /\ со". (1)
Уравнения (1)—уравнения структуры Х„. Для точки теХ„ имеем 
<А = to°ea A ®ueu, где е„ и ец — векторы касательного пространства Тп{хД 
касающиеся соответственно поверхностей Vp и Vq, проходящих через х.

На многообразии Хп зададим еще одно семейство поверхностей Vr 
так, что через каждую точку хе Хп проходит одна и только одна поверх
ность этого семейства и поверхности семейства 53 находятся в общем по
ложении с поверхностями семейств Si и S2. Совокупность семейств S,, S2, S3 
поверхностей размерностей р, q, г на Хп. назовем (р, q, г)-тканью. Такая 
ткань представляет дифференцируемую G-структуру на Х„, структурная 
группа которой является подгруппой группы GL(n, R).

(р, Ч, г)-ткани представляют обобщение три-тканей многомерных по
верхностей, для которых р = q = г. Такие ткани изучались в работах (2_4). 
(1, 2, 1)-ткани рассматривались в (5-7). В настоящей работе изучаются 
(р, q, г)-ткани общего вида.

Семейство S3 зададим вполне интегрируемой системой форм Пфаффа

6’ = А<А -ф § = г -ф 1,. .., п. (2)
Условия полной интегрируемости этой системы форм имеют вид

d<T = 6” Л 61 (3)
Рассмотрение системы (2) приводит к трем случаям: 1) г А р A q,. 

2) р А г ;ф с/. 3) р -ф q гф г.
2. В первом случае (г А р А </) система форм (2) может быть при

ведена к виду
0р+“ = ^+«4.^ 0а, = 0U. = ffl«, (4)

где а, р, у = 1,. .., г, = г А 1,.. . , р; Ui,Vi,Wi = г -ф р -ф 1,..., п;
и — {а, аД; и = {р -ф а, иД. Теперь векторы = еа — еР+а каса
ются поверхности Vr. В силу (4) и (3) система (1) приводится к виду

Аоа = A Op A wa‘ A А А
dw> 1 = ю 1А °А + РА, иа А сА А РарА Л 0Р+^» (5)

dup+a = А 0р А А1 А - Рр>"'3 А АА 
rfaA = А <* А РафА+а А аЬ1 А Р>р+а A 9P+₽.

где величины п=А кососимметричны по нижним индексам.
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(6).

Продолжая уравнения (4) и фиксируя точку х 6= Х„, получим 

V5pap = 0, Vs|l^ = 0, V8uX -
г- их и, г- a а, ut p+av* oMpY — » [PVj^ai HiPY]r

где л?, ?. j = 1,. . . , n,— значения форм со/ и 0Д а V5 — оператор кова
риантного дифференцирования при фиксированной точке х е Хп, напри
мер,

Г7 С!' Я Я’ л-гР цЙ1 — I — «1*sHaui OjAiui “h P-au^bt-
Из (6) вытекает, что {р«-}, {И“’}, {ц-, ц^}, {[!“’, {^₽], ^рр

{ц“'р, р.“£, [.г/ , , pYj являются тензорами. Последний из них есть пер
вым структурный тензор G-структуры, определяемой (р, q, г)-тканью.

3. Равенства
беа = беа, =

^р+а = Лдвр+р, 6eU1 — nU1 Cp+n 4tlleri
(7}

представляют уравнения перемещения репера структурной группы указан
ной G-структуры. Они показывают, что при фиксированной точке х е Хп 
формы л4 определяют согласованные инфинитезимальные перемещения 
векторов еа и ер+а. Уравнения (7) показывают также, что плоскости 
и Zr(z), определяемые соответственно векторами еа и ер+а, инвариантны 
при преобразованиях группы G. Поэтому на Хп возникают распределения 
Wr и WT /-мерных плоских элементов Lr и Lr. Плоскости Lr(x) и Lr(x) 
и касательная плоскость Ег(х) к Vr лежат в одной (2г)-плоскости L2r(x).

Из уравнений (5) вытекает, что можно ввести формы
G1 ,,«1 ALi . «1 пР+3C0a — Ц(1!1Щ -у Ц(аР)9 > Ui U1 «1 I и- f\l)

^р+а — : Р(ор (8>
Тензоры Н(ар) и играют роль асимптотических тензоров для распре
делений Wr и И7,.. В случае обращения в нуль какого-нибудь из этих тен
зоров соответствующее распределение назовем вполне геодезиче
ским. Аффинную связность, определяемую формами и/, со/. для которой 
выполняются уравнения (5) и (8). назовем совместимой с (р. q. г)- 
тканью. Во всех таких связностях поверхности ткани будут вполне гео
дезическими.

Из уравнений (5) и (8) следует, что тензор кручения любой такой 
связностп есть тензор пг^-- и£3!. Его мы назовем тензором
кручения (р. q. г)-ткани.

4. Укажем геометрический смысл обращения в нуль некоторых из тен
зоров. введенных в п.2. Прежде всего. = *' = — необходимые-
и достаточные условия голономности распределения И’, (1Г,). Обращение 
е нуль тензора кручения KLl[ag]- Цц-зг необходимо и достаточно
для голономности распределений П7-(7.). плоские элементы которых опре
деляются векторами е,х — 7.er_a. где 7. — константа. Условие

= 0 ^(а₽) = 0) есть необходимый и достаточный критерий полной 
геодезпчности распределения Wr (ТЕГ).

В случае Ца‘з= |i“j= 0 и только в этом случае распределение W2r бу
дет голономным. На интегральных поверхностях И/, этого распределения 
поверхности Vr, W.r, Wr образуют три-ткань (4), для которой ра[> есть, 
тензор кручения. Условия = |лщ=0 необходимы и достаточны для 
того, чтобы распределение Wg+r плоскостей К9+г(ж) ==Ед(х) 4- Ег(х) 
было голономным. Это означает, что поверхности Vq и Vr образуют на Х„ 
четырехугольную два-ткань (8). Если, кроме того, цщ = 0, то Wq+r рас
слаивается на указанные ранее поверхности W2T, несущие три-ткань. При
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|Д = р“з = pip = рА,= 0 распределение Wq+r голономно и каждая его- 
интегральная поверхность расслаивается на (д— г)-параметрическое се
мейство три-тканей из поверхностей ТУДА).

5. Пусть rang (р“а,з))= р — г и 0 < р — г '/гДг А 1). Известно (9),
что в таком случае с помощью тензора Р(А) можно построить относитель
ный инвариант 7 0. Полагая ИА/ = din// дррД получим р/УУА =
= гбщ, р“рИ7«? = (р — г) б?. Теперь нетрудно проверить, что векторы

I Р+Т T>+V 1 11707gU1 = eU1 + pU1 Ср+у. где Hu- = удду , определяют инвариантное

оснащение распределения Wr. Аналогично инвариантное оснащение распре
деления Wr определяется векторами g0, = е„, + pAv,где Ра, = - _ - РащИ^иУ, 

а Ии,— обратный тензор для рД). Эти оснащения индуцируют на рас
пределениях Wr и внутреннюю аффинную связность.

6. Во втором случае (р A г A q) система форма (2) может быть при
ведена к виду

0г+“ = ыг+“ + 0“- = И“', (9)

где я, Ь, с = 1,..., р; и2, щ, w2 = р + 1,..., г; щ, гщ = г + р + 1,... 
..., п. Теперь векторы ео касаются поверхностей УР, еИ1, ег+„, е„2 — поверх
ностей Уд, fa = е„ — er+tt, еи,— поверхностей Уг. В этом случае Vq П Уг =■ 
= Vr^p и векторы е„, касаются поверхностей Уг_р.

В силу (9) и (3) система (1) приводится к виду

г+а

j а b л f\a < аЬд с«со = (о Д 0Ь А рЬссо А со ,
7 ui Vi л и* . / Ui и2 I U1 г+ач д лг+Ьс/со — (0 /\ (0Г1 -д ([Ли2Ь^ + !-МдЮ ) /\ ® т

d<»r+a = <ог+ь Д е/ + оА Д соД А рДоА А 0'^' - р/с<ог+г> л <ог+с, 
= со* А А <о"'+" А соД + А’ А соД 

г’гс ИУъо = 0.
Величины {рД}, {рД, рД}. {цД, р^}, {рД, р“д рД, рД, {цД, РД, 

Роь , рьс} образуют тензоры. Последний из них — первый структурный 
тензор G-структуры, определяемой (р, q, г)-тканью на Хп.

Вейлу (10) можно положить
,?■ _ Аг+ЬСА+а — Р(аЬ)О

(10);

(И)

В аффинных связностях, совместимых с (р, q, г)-тканью, имеют место 
уравнения (11) и УР, Vq, Vr будут вполне геодезическими поверхностями. 
Из (10) и (11) вытекает, что {рД, р«2ь, рД Ц[“ь']} — тензор кручения 
(р, q, г)-ткани.

В третьем случае (р А?АГ) система форм (2) может быть приведе
на к виду 0Е = со5-’+ <os; пусть а2, Ъ2, с2 = 1,..., г — q; и2, v2, w2 = 
= р + 1,..., г Д, тр £ = г А 1,..., п. Теперь векторы еа„ еЕ_д касаются по
верхностей Ур, е„2 е? — поверхностей Vq, е,2, е„2, е6_9 — es— поверхностей 
Vг. При этом У, П У,. = Уг-р, Ур П Уг = Уг_д, векторы е„. касаются 
У,._д, а е„2 касаются Уг_р.

Система уравнений (1) теперь приводится к виду

dm°2 = О?2 А со/Д Д Д\ СО^Д,
d^-ч = А 0; А A2«X2 А Д2 + р1Х2 А 0" а раА’’ А 

dX1'1 = (А А со“2 А СО’ А ®Д
= со” а о5; а ^ХиХ2 А А2 А рДД2 д 0” — р<со” А ®э

где рр. кососимметричны по нижним индексам.

(12)>
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Величины {A.J2ti2}, {А,„Д2, pj2fl), {Ла2и2? i^ii2U2’ Над, Над, н^} образуют
тензоры. Последний из них есть тензор кручения (р, q, г) -ткани и в то же 
время есть первый структурный тензор G-структуры, определяемой этой 
тканью. Поверхности ткани будут вполне геодезическими в аффинных 
связностях, совместимых в (р, q, г)-тканью.

Во втором и третьем случаях решены вопросы, аналогичные решенным 
в п.п. 3, 4 для первого случая.

Подобно тому, как это делалось в п. 5, во втором случае для тензора 
Цм2'ь можно построить обратный тензор Wu^ и с его помощью ввести век
торы

gr+a. — er+a РоьИ u, eU2, gU1 — eU1 -j- pU2bWU1 gr+a,

которые вместе с векторами еа определяют инвариантное оснащение У,_Р.
Аналогично, в третьем случае обозначим через у?2"2 тензор, обратный 

Лаги2- С помощью этого тензора можно построить векторы 

gi-q = e5-a
1

р- — р) (и — г)
Т, п2и,

T| vg2’
________________ 1

(r — g) In — r)

которые вместе соответственно с eu и ео определяют инвариантное осна
щение поверхностей Vr-g и Пг-Р. При этом предполагается q < г <Z п.

7. (Р, (7, г)-ткань, которую можно отобразить, на три семейства парал
лельных плоскостей размерностей р, q, г аффинного пространства А„, на
зывается п а р а л л е л и з у е м о й (р, q, г)-тканью. Необходимым и доста
точным условием параллелизуемости является обращение в нуль первого 
и второго структурных тензоров G-структуры, определяемой ею. Первый 
структурный тензор в каждом из случаев мы указали, а второй возникает 
при продолжении систем (5), (10), (12).
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