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Пусть SP, р = 1, 2,..., Si = S, — множество всех функций
/(z) = z + ap+1zp+‘ + a2p+1z2®+1 + ..., 

голоморфных и однолистных в круге Е = {z: |z| < 1} и отображающих 
Е на области с р-кратной симметрией вращения относительно начала ко
ординат. Рассмотрим класс 8Р, определяемый формулой

ф (z) = \ dg, / (z) s SP, z GE E,
0

переводящей, как известно, звездный подкласс класса SP в его выпуклый 
подкласс. Исследования класса Si. начатые М. Бернацким (‘), были про
должены в работах (2“4), установивших существование в S3 неоднолистных 
функций. Для радиуса однолистности RP класса 8Р при р = 1 3. Леван-
довским (3) дана оценка снизу Ri th '/2л = 0,91... Очевидно, RP > /Л 
при р = 2, 3,...

В данной работе приводятся точные верхние и нижние оценки кривизны 
АР(ср, г) линий уровня АР(<р, г) функций cp(z) е SP в каждой точке круга 
однолистности этого класса. Теоремы 1—3, доказанные методом, предло
женным в (5,6), выполняют важную вспомогательную роль и включают 
основные трудности получения оценок АР(<р, г), указанных в теореме 4. 
Теоремы 2, 3 обобщают результат работы (7).

Теорема 1. Пусть z — фиксированная точка в круге Е, | z | = г =# 0, 
а — вещественная постоянная, а е (0, 1].

Тогда область Я) (г, а) значений функционала 

на классе S содержит точку I = 0, не зависит от argz, замкнута, ограниче
на, выпукла и симметрична относительно вещественной оси.

Теорема 2. Если 0 < г < (1—Уа) / (1+Уа), то принадлежащая 
верхней полуплоскости часть границы д0(г, а) области 3)(т, а) состоит 
из кривой Г(г, а), задаваемой уравнением *

* 0 — угол, образованный внешней нормалью к дЗ)(г, а) и направлением веще
ственной оси.

.где
/ = Ф(г, а, X) + iT(г, а, А.), Т = ctg0, 0 < 0 < л,

ь
Ф (г, а, А) == \«J

а

и — duU
1 и-1

и ди2 — q 
U (1 4" 2qu)
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Ч-е, «щЦтф;
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и 4- ди’- — ? ~1
U (1 4 2?а) J du,
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U — Уи2 — 2qu-/a. + 1 — l/a, 2(? = 1/А, б = sign г, v == —— — .
у (1 27«)/а

При этом, если А > 0, то б = —1, Ъ = А(а — 1), а — единственный отри
цательный корень уравнения
fl + и2 — и = а(г)У(1 + 2ди) /а(У1 + и2 + и), о (г) = (1 — г) / (1 + г) г 
на промежутке — А < и. =54 0; если X <0 и

о (г) < vt __________ 2аА___________  
k (u, X) — У 2li (а, А) + 4сА2

где к (а, а) =1 — У 1 + 4а (1 — а) А2, то б = —1 на отрезке [a, щ] и б = 1 
на отрезке [uiy b], Ъ = А(а—1), причем а — единственный положитель
ный корень уравнения

У1 + и2 — U = а(г)У(1 + 2qu) / а(У1 + и2 + и)
на промежутке 0 У и < —А и щ = к (а, А) / (2аА); если к <0 и ст (г) 

vr, то б = 1, Ъ = А(а — 1), а — единственный положительный корень 
уравнения ______ ___________ ______

У1 + и2 + U = о(г)У(1 + 2qu) / ct (у 1 + и2 4- и)
на промежутке щ еЛ и < —А.

Т е орем a 3. Если (1 — Уа) / (1 + Уа) sg г < 1, то принадлежащая 
верхней полуплоскости часть границы дЗд{г, а) состоит из кривой Г (г, а), 
указанной в теореме 2. и прямолинейного отрезка, соединяющего точку

/(1 - г2) [(1 ф У а)2 г2 - (1 - УУ2| 

1 — Уа 4- (1 -L У а) г2I

arctg ~ г2) 1(1 + ^а)2 г'2 —(1 ~ ) а|21 ]
1 — Уа/2 — (1 - у а 2) г2 -I ’

Отметим, что в условиях теорем 2. 3 кривая Г(г. а) пересекает вещест
венную ось в точке Л (г, а) = (1 — а) In ст (г) — а In (1 — г) <0. в усло
виях теоремы 2 — в точке 1г(г. а) = (1 — а) In 1, о(г) — а In (1 — г2) > 0. 
Интегралы, дающие Ф(г, а, А) и Чг(г, а. А), выражаются через элементар
ные функции.

Из теоремы 3 при а = 1 получается результат О. В. Степановой (s).
Теорема 4. Пусть ср (з) е 5-. |ст| = г < Rp. Обозначим

Кр(г) = min Кр( г), Kp(r) = max Ар(ч, г).

Тогда а) если 0 < г < (}р — 1) / (}'р 1), то

Кр (г) = ~ (1 — ГР) (1 + Г!щ P-L,

min Х ехр [ Ф fгр, — , А Л
Ау,-) " ' + L I Р Л

- ехр [ф (гр, у Ло)] 

где А — множество решений уравнения
А / р 1arccos —■-......... = Т гр, —

У1 + А2 \ Р
1

и Ао — корень уравнения Y(гр, у, А) = л;

при

п ле

г У о (е_71)г

г > о (е~п)г

268



1 (i+i/ Ур)г

?

р:

X

В частности, Kt (г) — 1 / (г(1 — Г)) ■
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