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Хорошо пакостно, что к общем случае решение обратной задачи потен¬

циала не обладает свойством единственности , Цель настоящей заметки со¬
стоит к том, чтобы на конкретных примерах выяснить значение различного
рода допущений как о плотности масс, так и о топологии множеств, по ко¬

торым распределены массы, а также топологии множеств, свободных от
масс , Примеры относятся к случаю плоской задачи.

Пусть s = х + iz — комплексная переменная, S — конечная односвяз¬
нал область, ограниченная непрерывной спрямляемой кривой Г (эта кри¬

вая может быть и нежордлновой; она может иметь точки самоприкоснове¬
ния, по пе может иметь точек самопересечения). Если область5 заполнена
массами постоянной плотности 6, то комплексная напряженность

G ( s ) = g,( xt z ) + igx( x,:) (1)
внешнего гравитационного поля этих масс ( gx. g -_ — составляющие вектора
напряженности по осям ) выражается соотношением (1-!)

ад 1
J 3 — Я2лi s ЕЕ S -j- Г (2)

(/ — универсальная гравитационная постоянная).
Покажем прежде всего, что связность внешности (СХ ) области А' играет

в проблеме единственности важную роль даже в случае масс постоянной
плотности. Именно, существуют различные конечные односвязные области
5, ц iSs, прп заполнении которых массами одной п той жо плотности 6 соз¬
даются тождественные внешние поля. Неоднозначность здесь связана с
тем, что для области X, граница Г, жорданова и CSi односвязна, а для об¬

ласти X- граница Г- нежорданова п СЗг несвязна.Для этого рассмотрим алгебраические кривые четвертого порядка, на ¬

зываемые гиперболической лемнискатой Бота (у , ) п лемпискатондоп (у0-Их уравнения в декартовых координатах суть
(Г+ £*> * = (2а!+те- (2а1- Ь* )?у а1 < Ь= < 2а1; (3)
(|* 4- £*) :2 = (2а3 - К- ) - ( 2а* + &’)£*, а1 < ir < 2as. (4)

Эти кривые петлеобразного типа , аналитические, имеющие в начале коор¬

динат точку самопересечения, симметричные относительно координатных
осей. Обозначим через 16 н 16 конечные одпосиязные области, ограничен
пые частями у (* и у** кривых yt и у2, расположенными в левой полуплоско¬

сти|^ 0. Нетрудно показать, что область S2 = li — 1; есть коночная
односвязная область, ограниченная кривой Г3 = у’ i у-1 имеющей в на ¬

чале точку самоприкосновения. Это нежорданова кривая; внешность С$ г
области А6 представляет несвязное множество из двух связных компонент;

односвязной области Ст1, я односвязной области 16. Компоненты разделены
точкой о= 0, которая принадлежит у-* и уЛ Обозначим через X, круг par
диуса Ь 1 )2 с центром в точке sa — — а.
Ж



Т е о р е м а I , йн-ешпее гравитационное поле масс , распределенных с
плотностью f t но области 6’2< эквивалентно внешнему полю масс , распреде¬

ленных с тойже плотностью по области S
Доказательство. Из (3) и (4 ) , полагая £ = (о 4- сг ) / 2, £ =— ( сг — о ) / ( 2/ ) тт разрешая поучающиеся уравнения относительно а ,

находим уравнения кривых у , * и уг* (границ областей 51 j и1% ) в форме
А. В. Цирульского ( '}:

<Pi (а) = а + tc-з 4- С V \ fr* Н 4fl* ( 32
_

a4)|
'

2 (о* — я1*) * (5)

Фг (а) - 5 — i= 3 — о У \Ь* -i.Аа - 14> — лац
2 (S’- а2 ) (6)

В силу (2) для комплексной напряженности внешнего поля масс в 5а
отсюда находим

G (S) ^4~ f 2^±\ <h ~4- f d34 ’ 2л1 с — я 2m J
ф

о — г
V‘i Xj

i Г лИЬЬ2г rfs 1 i" я//бег V [Ь* + Ac? (s® — я*) ] do
2nl J а2 — а* з — s 2я < J 3s — я* з — * » ' 'С С

где С произвольный замкнутый контур , привадлежащий области 24 и
>охвнтывающий точку а0 = — а.

Отсюда на основании теоремы о вычетах
С ( $ ) = — пг/бЬ* / (а -(- s ). (8)

Но выражением (8) как раз н дается впешпее поле масс плотности ft в
что п доказывает теорему.

Заметим теперь, что если область S : повернуть иа угол ff против часо
вой стрелки при центре вращения в точке — — а и полученную таким
образом область обозначить через 54 ?. то внешнее поле масс плотности ft.
распределенных по S ± , „будет даваться тем же самым выражением (8) .
Следовательно, справедлива
Теорема 2. Существует множество различных конечных односвяз¬

ных областей S , заполненных массами плотности ft, мощности континуум,
внешние поля которых представляют собой поле одного и того же точечно
го источника.

Естественно, что для распределений масс с переменной плотностью
эквивалентность может быть еще более сильной. Так, уже в классе масс
кусочно постоянной плотности, распределенных по конечным одпосвяатшм
областям , ограниченным жордвновыми кривыми, пдштм л тем же спешили
полям (функциям G (.<: ) ) может соответствовать множество существенно
различных (не сводимых друг к другу вращением) кусочно постоянных
распределений масс мощности континуум.Этот факт устанавливается ниже
для функций G t ( s ) — К , I s и G i ( s ) = K t / х!, выражающих комплексную
напряженность внешних полей точечного истотшнка и диполя. Однояремеп-
но получается и физическая интерпретация поля дггполя в классе кусочно
постоянных распределений масс по конечной сдносвяэпой области.

Рассмотрим внешние гравитационные поля, для которых
С (я) = — 2f/(mc / s + mjs* ) , mt > 0. (9)

В, К. Платтов показал (;) , что если б? (з } п (9) есть комплексная напря¬

женность внешнего поля от однородного распределения масс по конечпой
односвязной области 5’ с жордановой границей Г, то эта область получает¬
ся конформным отображением единичного круга с помощью полинома вто¬
рой степени.

Очевидно, если в (9) arg ш,= 0, то область S имеет ось Ох осью сим ¬

метрии , а центр масс располагается правее начала координат
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( m , - - гдк яс — аффикс центра масс) . Поли вида (У) при argm, О
можно рассматривать как поля областей, получаемых вращением вокруг
начала тех областей, комплексные напряженпости которых описываются
функциямн G (s) — 2if {По / я + |т,\ j $* ) .

Заметим еще, что ь (9 ) та п т , можно интерпретировать как гармо
ническне моменты масс в Зг относительно начала (гармонические моменты

т V' wn
«, п=и, 1т 2, , . , , вводятся разложением Лорана G (,в) — — 2if 2. i *

•И — II ^?1=1>
I* Ji Ч

дан mix. справедливо представление т* — Ь ( ( 3n d^L | . В силу (2) имеем

т„ 1 Г -
2i \ зтп Ja, п= 0, 1 , 2* . , , . (Щ

Теор ема 3, Функция (9 ) с aigttii — 0 представляет комплексную
напряженность внешнего пиля ляес плотности б и , распределенных
по конечной односвязной области S с жордановой границей Г, и том и
только т ^. и случае, когда уравнение

Т" j^+ i -o. (11>
Ц - > и. ( Щ

юнеет корень лП в интервале 1 < А ^ 5.
Док а з а т е л ь с т в о, Пусть t i f t -j- i v — к омп л е к с н а я переменная,

s = 5( f ) — функции, реализующая конформное и однолистное отображе¬

ние единичного круга на область 5. В силу теоремы В. К. Пианола ( ' }
Должно быть при fug mt = У *

*( f ) « a f:+ bL a > 0, 6 > 0, 0 Cv=alb ^ 2. (13)

Подставляя в (10) a — tn? (vt 4 i) , получаем

mn = бя&- (2\* + 1 ) , nil - блЬЧч (14)
Вводя замену A — 2хг -J-1 н исключая 6 из уравнении (,М ) , приходим к.
уравнению (11) для Л. Ограничения па v из ( 13) эквивалентны ограпнче
ним» ни л: 1 < A ьл 5. Отсюда и получаются утверждения теоремы.

Сл е д с т в и е, Любая f r (s ) из ( Я ) с заданным тнл и произвольным пг,
или с заданным т , и произвольным ни , для которой, выполнены условия
теоремы 3, представляв! комплексную напряженность масс илм'но-
сти Is!, распределенных по конечной односвязной области S , симметричной
относительно оси Ох и ограниченной жордановой кривой Г . Все эти области
ввездпы относительно начала. Мощность множества областей при мшаа
пых Ь и т„или Ь и тл есть континуум.

Пусть S — произвольная из областей на приведенного следствия. Обо¬

значим через S ” область, симметричную к S относительно оси Os, через
S (J Л’’ н S П объединение и пересечение этих областей соотпетстйе нш*

Обозначим далее через 2 и 2 области между кри выми 1 ' п Г . ограничи¬

вающими части областей S’ и S , принадлежащие ио.т уплоскостям х ^ 0
л .г 0 Соответственно ( ;гш области ие содержат точек S f|£* ) , Очешиши,
волн £?' (а ) есть комплексная напряженность масс плотности б в S' , то

C>) = - 2i/ (^~ ^1 \. (1by

" Неравенства \ sT '1 есть условие однолистности отображении {') .

ьеб



Теор ема Комплексная напряженность G<- l ( s ) внешнего поли масс,
распределенных по 2 и; 2 с плотностью 6 / 2, а по A' f|A' с плотностью 6,
есть комплексная напряженность точечного источника массы ma : G(1 - (s ) =
s= — 2

Теор ема Г> . Комплексная напряженность внешнего поля масс ,
распределенных по Т с платностью — 6 / 2. а по - + г плотностью -ф-6 / 2 ,
есть комплексная напряженность диполя : G ' "' (s ) — -2ifmt is* .

Па теорем 4 и . i и пытекает справедливость утверждении, высказанных
после теоремы 2.
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