
Доклады Академии наук СССР
1972. Том 203, № 2

УДК 519.4 : 517 : 513.88 МАТЕМАТИКА

Ю. М. ВУВУНИКЯН
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(Представлено академиком Л. В. Канторовичем 14 IX 1971)

1. Основная цель этой статьи — дать необходимые и достаточные ус
ловия гладкости на (0, +°о) и аналитичности на секторе 
2а = {Х| |arg А| < а, 7. 0}, 0 < а < '/гл, полугруппы-обобщенной 
функции Т эндоморфизмов квази-полного локально выпуклого простран
ства X. Будем пользоваться обозначениями и некоторыми понятиями ра
боты (8).

Определение 1. Пусть (цп) —сохраняющая последовательность 
финитных справа бесконечно дифференцируемых функций и в простран
стве У„ существует непрерывный С„_1. И пусть А'„(Х) —операторнознач
ная функция, определенная и сильно аналитическая в некоторой области 
Ап комплексного переменного п такая, что

.г)]Цы;1.г)= X. \ (/«,/()(/.) И „(л) xdk. = .u„A, х ~ X,

f>xn
где I — преобразование Лапласа, дА„ — граница Ап.

Тогда /?„(Х) называется (ц„, А„)-р е з о л ь в е н т о и оператора А 
(оператор С„ зависит от А). Области А„ будем называть допустим ы м и 
областями д л я 7?„(л), а последовательность (Я,.) —резольвент
ной последовательностью оператора А.

Определение 2. Полугруппа-обобщенная функция Т называется 
непрерывной (к раз дифференцируемой, аналитической на секторе 
Sa), если выполнены следующие два условия:

a) Т (ф) — эндоморфизм пространства X для всех t 0;
b) для произвольного х е X функция x(t) ~ Т(6:)х, (0. -j-oo)r

непрерывна (соответственно к раз дифференцируема, аналитически про- 
должима на сектор 2„).

2. Исследуем сначала, какие условия на Я„(л) обеспечивают порожде
ние оператором А непрерывных полугрупп-обобщенных функций, которые 
мы для краткости будем называть С-полугруппамп.

Теорема 1. Пусть (ц„) —сохраняющая последовательность, причем 
siipp р„ <= (— оо, п] п p„(i) = 1 на (— оо, п—74].
Для того чтобы замкнутый линейный оператор А с плотной в X об

ластью определения порождал С-полугруппу, необходимо и достаточно,, 
чтобы нашлось такое целое 2V > 0, что для произвольного в > 0, в < 1, 
области

Ап = jX 11 Im X | )> exp е " Re , Rek <7 o| |J II

(П — правая полуплоскость) являются допустимыми для Rn(k), и семей
ства операторов

{(1+ |7.| )-'"-'<-">/?„(/,) |XeAJ, (1)
равностепенно непрерывны.
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Доказательство. 1) Пусть А—инфинитезимальный оператор- 
С-полугруппы Т. Положим 7?„(Х) = (рпТ) (е_ч >) и рассмотрим (ц„ — Ре)7\ 
где ре — регуляризующая функция, равная тождественно единице на 
[О, е/2] и такая, что supp ре ст (— оо, е]. В силу сильной непрерывности 
функции (ц„ — рЕ) Т имеем при Re А О оценку

Р (((Рп — ре) Тх) С„. ге~пПе 'q (х), (2)
где р, q — непрерывные полунормы.

Так как supp (pET) ст [0, е], то имеет место оценка

р((реТх) (е~х<>)) С Т7Д1+ |Л|)ле-^ад, (3)
для всех Re X 0.

Из (2) и (3) и того, что при /, е П
p(Rn(X)x) >7?л(1+ |a|)v?(x),

получаем, что при к е Д„
р(/?п(А)ж) С (?„,е(1 + |Z|)n-v/("-B)g(A). (4)

В силу того, что Zo5„cp быстро убывает вдоль дАп при 17.оо, имеем 

Ф (0 =
1

2л I \ (2®,/p) (М рп (0 dk. (5)

Из (4) и (5) следует необходимость условий теоремы.
2) Пусть условия теоремы выполнены. Положим

(6)

для всех ср е ц,,К, х е X.
Заметим, что Т — полугруппа-обобщенная функция, так как, в частно

сти, выполнены все условия ее порождения (см. (8), теорема 1). Возьмем 
Ф = б, * ph. Если h < ’/4 и t п — ’/г, то ф е и так как по
условию ц„(£) = 1 на (— оо, п— ]/4], то ш„ф = ф. Тогда из (6) получим

T(8t *ph)x = \ e>J(lph)(k) Rn(X)xdk. (7)

Разбивая дАп на следующие пути:

Y- = {Л|1т X = —ехр(х Re 7.), Inw. Е (—оо, —1)}, 
Yo = {7, |Re % = 0, Im^e[-1, 1]}, 

у+ = {7.| Im % = exp(z Re 7.), Im % е (1, -|-оо)}, 
cef

где х = (е — п) / N, и оценивая каждый из полученных интегралов, при
дем к оценке с©

р(Т (бг*р;1).т)^С„1Е7 (ж)] т

где С„.е — подходящая константа.
Последний интеграл сходится, если t > е. Таким образом, семейство 

эндоморфизмов
{Т(б, * р„) | (0, !/4), t ее [2е, п — ’/2]},

равностепенно непрерывно. В силу произвольности е, п и того, что 
Т(Д7+ )Х плотно в X, заключаем, что Т является С-полугруппой.

3. Рассмотрим теперь к раз дифференцируемые полугруппы. На самом 
деле, можно ограничиться исследованием бесконечно дифференцируемых 
полугрупп, так как имеет место следующая теорема, хорошо известная в 
классическом случае (см. (‘),стр. 324).



Теорема 2. Дифференцируемая полугруппа-обобщенная функция в 
квази-полном локально-выпуклом пространстве к раз дифференцируема, 
каково бы ни было целое /с > 0.

В дальнейшем такие полугруппы мы будем называть просто D-полу
группами.

Перейдем теперь к вопросу о том, каким условиям должен удовлетво
рять оператор А, чтобы быть производящим оператором D-полугруппы.

Теорема 3. Пусть (цп) и А удовлетворяют условиям теоремы 1. Для 
того чтобы А порождал D-полугруппу, необходимо и достаточно выпол
нения условий:

1) для произвольного 8 > 0 область

Л(е) — {л| | Im Л| > ехр(—eRe Л), Re л 0} U П, 

является допустимой для всех Вп (%);
2) семейства операторов

{(1 + | X |) _л7?„ (л) | X е Л(е)}, (8)

где N-—некоторое натуральное число, равностепенно непрерывны.
' Сделаем следующие замечания:

1) Таким образом, в отличие от С'-полугруппы, допустимые области 
зависят лишь от е и не зависят от п и N, а показатель степени при 
1 -j-1Л | не зависит от п и е.

2) Если зафиксировать е, то А будет порождать полугруппу с е-запаз- 
дывающей гладкостью. Явление запаздывающей гладкости решений ослаб
ленной задачи Коши в банаховом пространстве рассматривалось в (2), 
стр. 96—97.

3) В отличие от теоремы 1, здесь N может быть равным нулю.
4. Наконец, рассмотрим вопрос о порождении аналитических на секто

ре Sa полугрупп-обобщенных функций, которые в дальнейшем будут про
сто называться 4-полугруппами на 20. Этот класс полугрупп (с условием 
экспоненциального роста) в банаховом пространстве изучался в работах 
(3~6) (см. также (’), § 4).

Следующая теорема дает достаточные условия порождения 4-полу
групп.

Теорема 4. Пусть (ц„) и А удовлетворяют условиям теоремы 1. 
И пусть выполнены условия:

1) для произвольного 8 > 0, е <7 а, сектор

Sa_e = {л | | arg л | < a — е + V2n}

является допустимой областью для всех Rn(X);
2) существует такое натуральное число N, что семейства операторов

{ (1 + | Л | ) _Л7?П(Х) | Z. Sa-s}

равностепенно непрерывны.
Тогда А порождает А-полугруппу на Sa.
Мы не можем, однако, доказать необходимость этих условий в силу 

1) (ц„) не может состоять из аналитических на Sa функций, так как финит
ная справа аналитическая функция тождественно равна нулю; 2) Тх не 
является, вообще говоря, обобщенной функцией локально конечного по
рядка. Учитывая эти причины, мы дадим следующую характеризацию про
изводящего оператора 4-полугруппы на 2О.

Теорема 5. Пусть А удовлетворяет условиям теоремы 1 и X обладает 
фундаментальной последовательностью ограниченных множеств.

Для того чтобы А порождал А-полугруппу на So, необходимо и доста
точно, чтобы существовала такая сохраняющая последовательность (ц„), 
что выполняются условие 1) теоремы А и условие:
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2') существует такое натуральное число N, что семейства операторов

[i.e SJ,
def

где Н„ = {р„| (— оо, п— 1] a supp p.n cz (— оо, га]}, равностепенно непре
рывны.
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