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Пусть й — неограниченная область п-мерного пространства R„, грани­
ца Г которой состоит из конечного числа непересекающихся, замкнутых 
или неограниченных поверхностей Ляпунова.

В работе (*) рассматривалось решение u(t, х) в цилиндре й X (t >0) 
второй или третьей краевой задачи для линейного однородного параболи­
ческого уравнения второго порядка с нулевым граничным условием и на­
чальной функцией ср (ж) из пространства ЬДЙ). Были выделены такие 
классы неограниченных областей §l(a, п), 1 а п, что если тг),
то решение u(i, х) при некоторых условиях на коэффициенты при млад­
ших членах в уравнении (в частности, гарантирующих выполнение прин­
ципа максимума) удовлетворяет оценке

sup \u(t,x)\<^ Со IIФ ||l,(H) max (t “/2, t п/2) 
хей

(1)

для всех £ > 0; причем постоянная Сп одна и та же для всех уравнений, 
имеющих одну постоянную эллиптичности. Заметим, что оценка (1) не 
может быть точной по порядку убывания решения при t оо для всех 
таких уравнений. Действительно, для уравнения ut= \u-\-си с отрица­
тельной постоянной с решение можно представить в впде u(t, х) = 
= ec!Ui(^, х), где Ui(t, х) —решение той же краевой задачи для уравне­
ния теплопроводности. Следовательно, и (Л х) экспоненцпально убывает 
при t-^oo.

В настоящей заметке рассматривается вопрос о точности оценки (1) 
для решения второй краевой задачи для уравнения без младших членов

и(0, х) = ф(ж),
где симметричная матрица ац(£, х) удовлетворяет условию

(2)

(3)

(4)

о < У < 2 аИ (*’ ж) < У 1
i, У=1

п
при 2 & — а N — внешняя (по отношению к й) конормаль эллипти- 

г=1
ческого оператора L.

Так как при щ > а2 81(a),п) с?((а2,п), то оценка (1) не может 
быть точной по порядку убывания решения при t оо для всех областей й 
из данного класса. Целью настоящей заметки является выделение такого 
подкласса S9(a) класса 81(а, п), в котором оценка (1) точна, т. е. если
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Qe S3 (а), то при некоторых ограничениях на начальную функцию для 
решения задачи (2), (3), (4) существует аналогичная оценка снизу.

Пусть Q — произвольное измеримое подмножество области £2. Рассмот­
рим функцию

I (у) = inf mesn-L [dQ П й],
tries Q=v

где dQ граница множества Q. Область £2 принадлежит классу §l(a, п), 
1 X u X если функция l(v) определена для всех у > 0 и справедливо 
неравенство

l(y) d0 min{y<a_i)/a, p(n-l)/n}, (5)

с некоторой положительной постоянной d0.
Пусть В — произвольная фиксированная точка области £2. Обозначим 

sf (R) = irifs,, | ((| х— В| = R) П £2. Если QeSlfn.n.'). то s$(R)
dmin(7?a_1, Rn_1), где положительная постоянная d зависит от а и d0 

из условия (5). Мы будем говорить, что область £2 принадлежит классу 
S3 (а), если £2 eSl(u, п) и существует такая постоянная di (d, зависит от 
точки В), что

s6(R) X- di min {Ra_1, Rn~'}. (6)

Заметим, что область ж2 > |жр2, р 1 (обозначим ее через £2S), 
принадлежит классу S3 (a) с а = 1 + 1 / (3, причем di С( |В| -f- l)a_\ 
где С — абсолютная постоянная.

Пусть, как ив (*), граница области £2 удовлетворяет следующему усло­
вию: существуют такие постоянные й0 > 0 и а0 >0, что для любой точки 
Хо е Г пересечение шара \х — ж0| д0 с поверхностью Г связно и (v(xQ, 
v(х2)) 7+ а0 для Xi е Г, х2 е Г, |xt — х2\ б0, где v(ж) — внешняя (по от­
ношению к £2) единичная нормаль к границе Г в точке х. Мы будем пред­
полагать, что коэффициенты уравнения a^Q, х) непрерывны, ограничены 
и удовлетворяют условию Гёльдера по переменным х и f, кроме того, су­
ществуют производные daw(2, х) / dxt и они непрерывны, ограничены и 
удовлетворяют условию Гёльдера по переменным х.

Обозначим через G(t, х; т, В) функцию Грина задачи (2), (3). Если 
£2 е Я (а, п), то из неравенства (1) немедленно следует, что

sup G (t, х; 0, В) < со шах (Га/2, Гп/2). П\

Точность оценки (7) показывает следующая
Теорема 1. Если £2 е S3 (а), то справедливо неравенство

sup G (t, х; 0, В) > Ci шах (Г“/2, (8)
ХЕЙ

где Ct зависит лишь от постоянной эллиптичности у и параметров a, d0 и 
dt из условий (5), (6). ’

В случае, когда £2 = £2f, для функции Грина G(t, х; 0, В) из неравенств 
(7) и (8) получаем оценку

3+1 _х Р+1 _х
<7xmax(f 2р ,t ) <С sup G (t, x; 0, B) Co max (t 2fi , t ).

xEO
Следующее утверждение устанавливает точность оценки (1) для реше­

ния задачи (2), (3), (4).
Теорема 2. Пусть u(t, х) —решение в цилиндре £2 X (t > 0) зада­

чи (2), (3), (4), а начальная функция ф(ж) = <р± (х) -ф <р2 (ж), где ф,(ж) — 
неотрицательная непрерывная и ограниченная функция, а <р2(я) е Л1(£2), 
Д = ф2(ж)с/ж > 0 и конечны интегралы J2= |ж| |ф2(ж)\dx и

ci n
/з — |ф2(ж) | In di(x)dx.

п
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(9)
Тогда если й е 23(a), то имеет место неравенство 

sup и (t, х)~^а (]AF + Ьуа,

где постоянные а и Ъ зависят от у, a, d0, di и интегралов Ji, J2 и J3.
Замечание 1. В частности, оценка (9) справедлива, если й е®(а), 

а начальная функция <р (ж) финитна и J y(x)dx> 0.
а

Замечание 2. Так как в неравенстве (1) постоянная Со не зависит 
от коэффициентов уравнения (зависит лишь от у, a, dQ), то оно справед­
ливо и без условия гладкости коэффициентов, т. е. для обобщенного реше­
ния параболического уравнения с измеримыми ограниченными коэффици­
ентами.

Действительно, рассмотрим сначала случай гладкой финитной началь­
ной функции <р(х). Пусть u(i, х) —обобщенное решение из пространства 
W2'’A (й X (0, Т)) (при произвольном Т > 0) второй краевой задачи для 
уравнения (2) с измеримыми и ограниченными коэффициентами, а 
um(i, х) — решения той же задачи для уравнений dum /dt = Lmum, коэф­
фициенты которых почти всюду сходятся к коэффициентам оператора L. 
Тогда последовательность um(t, х) почти всюду сходится к u(t, х) и, сле­
довательно, для обобщенного решения »(£, х) справедливо неравенство (1). 
Для произвольной начальной функции <р (х) из Lt (й) слабое решение можно 
определить как равномерный при t 6 (б > 0 любое) предел обобщен­
ных решений с гладкими финитными начальными функциями <рот (х), схо­
дящимися к <р(ж) в норме Д(й). Равномерная сходимость таких решений, 
так же как и независимость слабого решения от выбора последователь­
ности <рт(ж) (а следовательно, и единственность), следует из неравенст­
ва (1). Очевидно, что неравенство (1) для такого решения имеет место.

Нетрудно видеть, что и в теореме 2 можно освободиться от условия 
гладкости коэффициентов уравнения (2), если считать, что <p(z) ==q>2(z) 
(<р± (#) = 0) и под решением понимать только что определенное слабое ре­
шение.

Доказательство теорем опирается на оценку момента функции Грина 
G{t, х- 0, £):

^(f) = ^\x-t\G(t,x-,0, Qdx.
п

Для фундаментального решения G(i, х\ 0, с) уравнения (2), т. е. когда 
й = R„, Нэш (2) показал, что имеет место неравенство

A'i V't <с j I X I G {х, t; 0, 0) dx < кг ]/7

с положительными постоянными ki и к2, зависящими лишь от у.
Используя метод, близкий к методу (2), из оценки (1) и принадлеж­

ности области й классу 23(a) можно установить такую же оценку для 
момента щ(£) функции Грина задачи (2), (3).

Лемма. Если й е 23 (а) ,то справедливо неравенство
&i У £ «С щ(£) < (Ю)

где положительные постоянные bi и Ь2 зависят лишь от у, a, d0 и di, при­
чем Ь2 Ь3 In di, постоянная b3 не зависит от g.

Используя сформулированную лемму, наметим доказательство теоре­
мы 1. Пусть t — произвольное положительное число, а = sup G(t. х;

0,1). Тогда
1 = J G(t,x; 0,1) dx < Мщ (£) (ft) + щ (£), 

a
где Vt(R) = тез(й П (jar —|| < ft)). Подставляя в последнее неравен­
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ство оценку щ(й), которая легко получается из неравенства (6), неравен­
ство (10) и минимизируя его по R, получим неравенство (8).

Доказательство теоремы 2 использует оценку момента p(t) решения 
u(t,x) задачи (2), (3), (4)

ц (t) = С | х 11 и (t, х) | dx.
£2

Пусть u(t, х) — решение задачи (2), (3), (4) с непрерывной финитной 
начальной функцией ф (ж), удовлетворяющей условию \ ф (х) dx > 0. 

а
Тогда

И (0 = J | х | G (t, х; 0, £) ф (g) d% | dx < J | ф (x) | j | x — £ | G (t, x\ 0, £) dg + 
b b a h
+ JlBllT(g)l^<fes ft J|ф©|indr(g)di + J|g||V(g)i^.

b no

Так как J и (t, x) dx = J ф (x) dx, to

0 < J ф (a?) cfo: = J u(t, x)dx<ZMR (£) v0(R) + -^-p.(£),
£2 £2

где MR(t) = sup u(t, x). Откуда, используя оценку p,(t), получаем i 
яеоп(МС^)

(f<P(O^)a+1
sup U {t, X)~^f MR (t) .
«Й 2a+1di(0) 63 Ktf |<p©|W1(!'M + if l5llT(OI^]a

n Й
Из последнего неравенства и принципа максимума следует результат тео­
ремы 2.
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