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В статье рассматривается приближенное решение сингулярных ипте- 
тральных уравнений (с.и.у.) следующих видов:

1 Г h (t, л) .г (г) 
2лг 1 | т _ г [V

dx= ас ф- bSx -4- Z.r = / (£);
(1)

К,х а (0 х Щ V (fT’ (Т)- dx = f(t)-, (2)

K3c=a(t)x(t)^-±-^f (/ ■ (3)
i.

r e L, t = eic, 0 ' ст 2я, 0 у < 1. Предполагается, что операторы /v't 
и /У имеют линейные обратные.

В случае у = 0 приближенное решение с.и.у. (1) методом коллокации 
изучено в (4,2), а методом механических квадратур — в (’).

Введем пространства: X, = — пространство функций, удовлетво­
ряющих условию Гёльдера ZZ? с нормой |И!1 = М(х) + Я(.л: |3) = 
= max|a:(Z) | + supb'(^) —х(Т) | / 1l2 — t, it #= t2, х<=Н^ Х2 = L2— 
пространство квадратично суммируемых функций со скалярным произве-

2.П п
дением (ft, f2) = fi(T) fz'd) ds, t = е^-, = { У акР { — (2n +

о ’‘~=~n
+ 1)-мерное пространство полиномов степени не выше п с той же нормой, 
что и Xi, i = 1, 2.

Приближенное решение уравнений (1) — (3) ищется в виде полинома 
п 

x(t) ~ у щД коэффициенты {ctj которого определяются соответст-
R=—1

венио из систем уравнений
Rxx = Р [ах + bS% + IT] = Р [/], IT = A Р~ [h ft, т) d(t, т) х (г)] dr; (4)

7.

Ky = p\a (t) Т (£) + А- л [ZilbEHliq dx\ = P]f]; (5)

R3T = P [a (t) T (i) + ~ Z\ ] dT-| = ру]. (6)
L

P (P) — оператор проектирования на множество тригонометрических по­
линомов степени не выше п по узлам sh (sb), s>, = 2кл / (2п + 1), 
щ — (2кл + л) / (2га ф-1), к — 0...., 2п; d(t, т) — |т — 11 ~v при 

| о — s | 2л / (2га + 1); d(t, т) — | eiSl — 11_т при | о — s | 2л / (2п -f 
+ 1), i = е’\ т = е'а.

1°. Обоснование вычислительной схемы (в. с.) (4).
Вначале проведем обоснование в пространстве Xt в предположении а, Ь,
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j h(t, т) ен, 0 < a < 1, p<6 = min (a, 1 — у). Уравнения
(1), (4) эквивалентны (*, 2) следующим:

* Через обозначаются постоянные, не зависящие от п.
** Известно (3),что ЦРЦ Л31пга.

*** со (а) — модуль непрерывности функции а.

x = Vx + Wx = у, К? ;
K^x = Гг VI x = у, (7)

где Vx = ф x+ — ф ат 5 Wx = llx, I = ф_ / (a Vx — P [Ft], Wx =
= z7f, y = P[y], y = lf,

(z) = ex₽ {2MI [111 | “z)j dr\ •
L

Введем, следуя (*,  2), полином <p(£) = Vnx + D„[Wx], где V„x = 
= ф,гх+ — ф„+Ж~, Dn = E — Tr, E — единичный оператор, ф» и 7\[/] — 
полиномы наилучшего равномерного приближений степени п для функ­
ций ф и / соответственно. Из результатов (4) и (5) следует, что * ||Л'11> х— 
— ф|| HJIxll / ras_?. Оценим теперь **

PJ^px — Е^х || < || т) [| т — Z |-y — й(У, т)]х(т)йф +
L

2л
+ || Т’ ^2^- h (cis, eia) d (eis, eia) [x (<s) —x (<5)]eiocZ5

о

Л21| Ж || inn/n? (£ = min(d — ₽,₽)),

гдет(а)—ступенчатая функция, равная x(sh) в интервале [sft, sA+i).
Из полученных оценок и результатов (е) следует, что при п таких, что 

q = Л5 In п I rV <. 1, система уравнений х = у и, следовательно, (4) 
имеет единственное решение х*  и ||.г*  — х*||  Л51пп/пЕ, где х*  —реше­
ние уравнения (1). Так как уравнения (4) и Ei^ х = у эквивалентны, то 
существует линейный оператор Кб' с нормой WK^1 || ЛДпгс. В самом 
деле, ||Ж*||  || (Е{ ) ~‘|l ||Z>[ZZ’[/J ] || Л7 In п ||Р[/] ||.

Таким образом, доказана
Теорема 1. Пусть оператор Ki имеет линейный обратный и a, b, h, 

f s 7/a.
Тогда при п таких, что q - А,,1пп/ тй < 1 (£ = min (a — |3, 1 — у —

- ₽, ₽)), система уравнений (4) имеет единственное решение х*  и 
||.г*  — х*Ц  И5 In п / п1.

Теперь проведем обоснование вычислительной схемы (4) в простран­
стве Х2 в предположении, что выполняются условия a, b, h, f е С2я.

Введем уравнение
К'р- х =ас -ц bSx ~4 I±x = f, Irx = ~ h (t, т) dV (t, т) х (т) dr, (8)

С
где а = Trn [a], b = Тm [b]; d*  (t, т) = | т — 11 _v при | т — 11 р 
d*  (t, т) — р~7 при |т—£|< р, р >0 (см. ниже). При тп таких, что 
</[= .1 s [р‘^'-г <>) (//: т') со(&; ш"1)] < 1, оператор KV2> имеет ли­
нейный обратный ***.  Проведем теперь для уравнения (8) обоснование 
метода коллокации, который в операторной форме записывается как 
К^х = Р[К^ х] = P[f] = f. Подзобпо (1) и (4), уравнения (8) и 
К® х = f представляются в эквивалентной форме
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х = Vx + Wx = у, A)3' GE [Х2 —> х2];
R^ х = Vx + Wx = у, К(} ЕЕ | М2- > А2]>

где V, Г, W, W, у, у имеют тот же вид, что и в формуле (7) (с заменой а, 
b, I на а, Ъ, h соответственно).

Введем полином *

* [г] — целая часть х.
** Предполагается, что если функция h (t, т) удовлетворяет условию II п, то ц < \ 

при у > 0; е — произвольное число, 0 < е < 1.

Ф (Z) = lzn.r Н- (Т[п/2] [Z]) -Г- Tt [n/2] [h (t, t) d*  (Z, t)] x (t) dr.
L

Можно показать **,  что || К^х — р || <' А9 (h; /p2Y + ~рдг]|| х ||• Ана­

логичная оценка справедлива для i|PAi3)x — ф||. Из этих оценок и результа­

тов работы (6) следует, что при п таких, что q2 = max{(?1, И10[со (h\ п"1) X 

Xp~2Y+~[zr ]} < 1, оператор А)3) и, следовательно, R(? имеет линей­

ный обратный; причем ||(Ai))_1|| -Х II (A(3))_l|l / (1 — <h) = W и 
II (a(i2))_1II \1\II (А13> )-‘|| С а12.

Оценим теперь
II А<2> х — Кгх || Х71 а — а 11 х [( -Д | b — 6|||Аг||п-

+ И Р \Rz т)d* Ж <т>1 dx II + ИР [йД \Р~~[fl т) Т) ~
L L

— d*  (Z, т)) х (т)] dx^ || А131| х || [w (а; m_1) +

4- оз (b; тг'} -f- со (Д; n_1)/p2v + p1_v], li = Е — Р.
Полагая для определенности т = п'1'2 и р = [со (А; п~1) ]1/(1+т). убеждаем­
ся, что справедлива

Теорема 2. Пусть оператор А, имеет линейный обратный и a, b, h,

Тогда при п таких, что
q = И14[и(а; п~^) + со(6; тг -) + [ю(/?; н-1) ] (1_V'/(1+T>] < 1, 

система уравнений (4) имеет единственное решение х*  и справедлива 
оценка ||z*  — х*||  M15[^ + ЦД/Ц], К±х*  — f.

2°. Обоснование в. с. (5). Уравнение (2) можно представить в 
виде К2х = ах -j- bSx + I2x — f, где b (Z) = h(l, t), I2x — — \[h (t. т) —

L
— h(t, t)]x(x)dx I (t — l). Будем считать, что функции a(t), h(t, т) (по 
обеим переменным), /(Z) имеют г непрерывных производных, причем т-я 
производная удовлетворяет условию Гёльдера На, т. е. a, f е Н1̂  , h{t, 
т) ^Н'^а . Обоснование в.с. (5) проводится в пространстве Xi при [3 < а.

Проведем обоснование метода коллокации для уравнения (2). Метод 
коллокации для этого уравнения записывается как х = Р[А2ж] — 
= Р[/] —Точно так же, как в н. 1°, уравнения К2х = f и А21; х = f 
представляются в виде эквивалентных уравнений К 22) х ?= Vx W Wx — у 
и R^ х = Vx + Wx = у, где Wx — ll2x, Wx — Р\И2х]. Для обоснования 
метода коллокации вводится полином

<p(Z) = Vnx+ (Т[п/2] l^])~ (hit, т) — hit, Z)] х (т) dxjix — Z),
L

где %(£, т) = 71[п/2]г7’[Г1/2]т[А(^ т)]. Можно показать, что
|| К^х — ф|| СП16 In2 п || х || «3 [Еп (а) + Еп (Ь) + Е\ (/г) + £„(/*)],
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где Е„(а) —наименьшее уклонение тригонометрических полиномов степе­
ни п от функции а. Повторяя рассуждения и. 1°, убеждаемся в существо­
вании линейного обратного оператора с нормой II(A12')_1I| -С
У7 И17 In п. Из справедливости тождества

Р | Р. \h(t, т) х (т)/(т — £)] dtj = Р ZJ, \h (t, т) х (т)] а!г/(т — л] ==

= Р Рх [h (t, т)] X (т) йт/(т - t)\ 
l j

вытекает
Теорема 3. Пусть оператор К2 имеет линейный обратный.
Тогда при п таких, что q = Д181п2 п[Еп{а) Еп(Ъ) -\-En‘(h) ф- 

-|- Ес (h) ] < 1, система уравнений (5) имеет единственное решение х*  и 
справедлива оценка ||ж* —Т*|[  At<>[q + ||й/||], где х* — решение урав­
нения (2).

* Для доказательства леммы нужно несколько видоизменить доказательство лем­
мы 19.1 из (7).

** КЦ (х) — производная Гато оператора К2х.

Замечай и е 1. Конкретизируя Еп(щ>) для различных классов функ­
ций ф. получаем эффективные оценки погрешности: если a, 
h(t, т) №a’/a , то q = Л2о 1п2 п1пг+а~*  и ||ж*  — х*||  Л21 In2 п/иг+а_?.

Замена н и е 2. Аналогичная теорема справедлива, если прибли­
женное решение уравнения (2) ищется из системы уравнений

Р | a (t) х (Z) + [Р-. [h (t, r)J г (т) dx/(t — £)] - ~ f T) | U.
L

3°. Обоснование в. c. (6). Будем считать, что a(t), j(t) с=. Пл, 
hu(t. т. и) е Яа,'т’1 . Обоснование проводится в пространстве Xt (р < а/2). 
При обосновании используется

Лемма I*.  Пусть К — нелинейный оператор из В-пространства Е в 
13-пространство F, имеющий производную Гато в окрестности точки ха.

Тогда, если выполнены условия'. 1) ||Кх0\\ = щ; 2) существует линей­
ный оператор [К'(х„) ]с нормой Вх, 3) в сфере S{x: ||.r— „г(,|| ■ ■ 
сС Еощ / (1 — <?)}, q < 1, —К' (х2) ||' q / В.,. то модифицирован­
ный метод Ньютона — Канторовича (м.м. Н.—К.) xn+i=x„— 
- [К'(ха )] 'Кхп сходится к решению х*  уравнения Кх = 0 и справедли­
ва оценка ||х*  — хГ11| сС Вогцдп / (1 — д).

Воспользовавшись предыдущей леммой и результатами п. 2°, убежда­
емся, что справедлива

Теорема 4. Пусть уравнение (3) имеет в некоторой сфере S един­
ственное решение х* , существует линейный оператор ** [ATf#) ] х ед S, 
и х' (/), a (I), f (0 е= На, hul(t, т, и) ед На,га\\.

Тогда при п таких, что g = Л22 ln6ra / rar+ct~2‘i < 1, система уравнений 
(6) имеет такое решение х', что ||х*  — Т*||  йТ Л231п2и/иг+а“-\

В заключение считаю своим долгом выразить искреннюю благодар­
ность проф. Б. М. Гагаеву за внимание к работе.

Казанский государственный университет Поступило
им. В. И. Ульянова-Ленина 22 VTI 1971
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