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МАТЕМАТИКА

В. М. ВЕРЖБИЦКИЙ, 3. Б. ЦАЛЮК

ОБ ОДНОМ АНАЛОГЕ УСИЛЕННОГО МЕТОДА
НЬЮТОНА - КАНТОРОВИЧА

(Представлено академиком Л. В. Канторовичем 4 III 1971)

Рассмотрим уравнение
P(z)=0, (1)

где Р — дифференцируемый по Фреше оператор, действующий из множе­
ства М банахова пространства X в банахово пространство Y.

После основополагающих работ Л. В. Канторовича для решения урав­
нения (1) было предложено большое число итерационных методов вида

= хп + Q(xn, [Р'(жп)J-1)- (2)

где Q (х, .4) —некоторый оператор, действующий из X [У->Х] * ** в X. 
В большинстве случаев найти оператор [Р'(;гп) ]_ 1 не удается и его заме­
няют некоторым аппроксимирующим оператором Л„,

* [У->-Х] —пространство линейных операторов, действующих из У в X.
** При m — 1 считаем /,■ pt.

Используем для нахождения Ап один шаг рассмотренного в (1:) мето­
да (/с + 1)-го порядка обращения оператора, причем за начальное прибли­
жение примем A„_t. Таким образом, получим следующий аналог ме­
тода (2):

хп-{ = хп 4- Q (хп, А), п 0, (3)

k
Ап+1 = Л„ 2 (/ - Р' (,гп+1) Апу, п > 0, (4)

1=0

где х0, А„ — заданные элементы из М и [У —>Х] соответственно, к Л" 1 — 
фиксированное целое число, I — тождественный оператор в У.

Положим
Вп = I — Р' (хп)Ап.

Теорема. Пусть
a) ||Р'(;г) — Р'(у) || < L\\x — у\\а, а е (0, 1], х, у е М, [Р'(ж)]-‘ су­

ществует при х е М и supll [Р' (х) ]|| С;
х<=М

b) справедливы следующие оценки (в предположении, что х„ при 
п 0 определены):

||(2(^, ЛЛ1 <^(||ЛЛ, |Ш1, II)\\Р(х„)II,
11Р(^+1)П ==£ 1|5„||\\Р(хп) |1С2(||Л„||, 1Ш1, \\Р(хп) II) -т- 

+ ||Р(т„) ПОДПАЛ, UBJI, ||Р(х.) II),

где Gi(a, b, р) — неубывающие функции своих аргументов, a q l^ 
, г, 1 / I л m (m — 1)с) при некоторых m е [1, q\. я > max р,-р-^-

1;
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b0 A' ||5C || (fto — С (1 -|- &0), p0 — P ( j ) жлеясгва
v = b0G.2(a0,b0, p0) + p5-iG3L7 . . ; 1.

[b0 Laop“G“ («0, b0, p0)];-^ < ; ;•' ~-

5 = ||ж — .г0(а0,&0,р0)(1 - i—— = V.

Тогда процесс (3), (4), начатый с х0, Ао, позволяет х. при
всех п 0, х = lim хп является решением уравнения (1).

||Я- ^n|K^A(aoJ'o>/?o)(l - v™n)-1v1+m+---+m'1’1, п'> 1.
Теорема сводит вопрос о сходимости аналога того или ппого ь-'.нкретно- 

го метода типа (2) к нахождению оценочных функций G„ i = 1. 2. 3. и 
числа q. Последние могут быть найдены из заданного Q и разложения 
Р(х„+1) ко формуле Тейлора в точке хп. Рассмотрим, например, аналог ме­
тода Ньютона — Канторовича (J.

хп+1 = х„ — А„Р (х„).
Отсюда и из равенства

1
Р (;rn+l) = Р С' п) Ч" Р (Л1) (1'п+1 — хп) [Р Т (гп+1 — —

о
Р (Я'п)] К+1 ■i’n) dx

легко найдем (предполагая, что выполнено условие а) теоремы) 
СДо, b, р) = a, G2 = 1, G3 -- L(1 + а)”‘а1+“, q = 1 + а. 

Аналогично, если

sup || Р" (.г) IK L, || Р" (т) - Р" (у) IK А II X - у ||₽, р G (0,1 ], 
ieM

то для метода (ср. (8))
жп+1 = хп —АпР'[хп + 72АпР(а:„)]/1„Р(х„)

можно положить

Gt = а(1 + Ъ 4- }12Ьагр}, G2 = 2 + b + кар + ^ТСщр,

Gs = х/4 LWpi-V (а + GJ + —7------
3/4 V " 17 К+Р(1+Р) (I + Ь) +

;v
(1 + р) (2 + р)

(Z — 2 + р.

В заключение отметим, что если в (4) к <Р max 11, —'n\m—Д—---- 1 !■ „
’ \ [ min (as —1, a) J ’

то при переходе от данного метода к его аналогу порядок сходимости ме­
тода может понизиться.
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