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ЭКСТРЕМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ В НЕЛИНЕЙНОЙ 
ПОЗИЦИОННОЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ИГРЕ

В предлагаемой статье для нелинейной позиционной дифференциаль
ной игры сближения фазовой точки с заданным множеством даются доста
точные условия ее успешного завершения в классе чистых стратегий на 
основе правила экстремального прицеливания (*), развитого здесь на базе 
программного минимаксного поглощения цели, предложенного в рабо
те (2).

Рассмотрим управляемую систему, описываемую уравнением
X = f(t, X- и, V), (1)

где х— фазовый вектор; и, v — векторы управления, подчиненные пер
вому и второму игрокам соответственно и стесненные условиями и е Р, 
v е Q, причем Р и Q — компакты; непрерывная функция /(i, х, и, v) име
ет непрерывные частные производные df / dxi и удовлетворяет условиям 
продолжимости всех решений x(t) уравнения в контингепциях х е= F(t, х) 
для всех t t0. Здесь F(t, х) = со f(t, х, и, к) при аеР и re Q.

В пространстве {х} задано замкнутое множество М — цель первого иг
рока. Начальная позиция {А>, х.-,} зафиксирована. Допустимая стратегия 
первого игрока U определяется как функция, которая всякой позиции 
{t, х} ставит в соответствие замкнутое множество U(i, х) сд Р, причем 
множества U (t, х) полунепрерывны сверху относительно включения по 
изменению позиции {t, х}. Движение x[t] = x[t, t„, х„, 1/] определяется 
как любая абсолютно непрерывная функция, удовлетворяющая условиям 
x[tt] — х, и x[t] ^Fu(t, ;r[i]) при почти всех t t*. Здесь Fv(t, х) = 
= со {f(t, х, и, v)\u^U(t, х), v^Q}. По определению, стратегия Un 
гарантирует сближение точки z[i] с целью М из позиции {i0, т0} в мо
мент й i0. если х [й] е М для всякого движения х [i] = х [i, tQ, х0, САД.

В этих терминах проблема синтеза управления и, работающего по 
принципу обратной связи и гарантирующего сближение точки х с мно
жеством М при произвольных действиях v е Q второго игрока, основан
ных на любой мыслимой его информированности, формализуется в виде 
следующей задачи.

Задача о с б л и ж е н и и. Найти й -X ta и стратегию 1Д, гарантирую
щую сближение точки x[t] с целью М из позиции {t0, Жо} в момент й.

В рассматриваемом ниже регулярном случае искомая страте
гия U» строится на основе экстремальной конструкции (‘). Однако в от
личие от случая линейного уравнения х = A{t)x B(t)u— С (l) v f (t) 
из ('), здесь, в случае нелинейного уравнения (1) с неразделенными ад
дитивно управлениями и и у, будем следовать идее минимаксного 
программного поглощения цели (2). Поэтому искомое экстремальное уп
равление и сконструируем теперь следующим образом.

Рассмотрим множество {ц} всех борелевских мер p(di, du), опреде
ленных на [i0, й] X Р и таких, что при всяком измеримом A с [i0, й] 
имеем ц (А X Р) — л (А) — мера Лебега. М и н и м а к с н а я п р о г р а м м а. 
V второго игрока определяется как функция, которая каждой мере p(c/i, 
du) е {ц} ставит в соответствие множество борелевских мер {т] (dl, du, 
de)»}, удовлетворяющих следующим условиям:



lv) Для любых измеримых А с [£0, й] и U cz Р справедливо равен
ство Т] (А х и X (>)ц = р(А X U);

2V) Пусть измеримые A cz [£0, й], U cz Р и меры ц2 из {ц} таковы, 
что на множестве (А X U) меры \h(dt, du) и p.2(dt, du) совпадают, тогда 
для всякой меры найдется мера 1%.. такая, что па множестве
(А X U X Q) меры т] (dt, du, dv),,, и р (dt, du, dv)^ совпадают;

Зе) Множество всех мер рц при р е {ц} слабо замкнуто (на усредняе
мых непрерывных функциях <р).

Программным движением ж(<) = х (t, t^, х„, р) назовем реше
ние уравнения

х (I) =-■ х* X j j J f (т, x (т), и, v) р (dx, du, dv). (2)
[X '] p Q

Выбор фиксированной программы V при переборе всех возможных ц 
из {р} для выбранной позиции {t„ re*}, t* X] й, порождает совокупность 
движений x(t, I,., xt, рД, конечные состояния которых ж(й) образуют об
ласть достижимости G(t„ xt, й) у. Таким образом, мы получаем возмож
ность формализовать понятие минимаксного программного поглощения 
цели (2) в рамках программных движений x(t) (2), отвечающих извест
ным конструкциям обобщенных решений обыкновенных дифференциаль
ных уравнений (3).

Пусть р° — решение следующей вспомогательной задачи на программ
ный максимин:

р [л:(й, tt, х., и0), .17] ~ max min р [;г(й, t , х , р,Д, М], (3)
у щ

где р(х, М) — эвклидово расстояние от х до М. Обозначим е0(Х, xt, й) = 
— р[.т(й, х„ р°), М\. Скажем, что исходная игра сближения регуляр
на, если для всякой позиции {£„ х*), 7, < й, для которой 0 < е0(Х 
х,, й) < б, б > 0 — const, задача (3) имеет единственное решение р° 
п точка хм из М, ближайшая к точке ж(й, tt, х„ р°), единственна. Как и 
в линейном случае (‘), величина е0 есть расстояние от М до той области 
достижимости Gv0 среди всех Gv, которая наиболее удалена от М.

Справедливо следующее утверждение, которое в рассматриваемом не
линейном случае отвечает аналогичным утверждениям в линейных слу
чаях из (‘,2).

Лем м а 1. Пусть игра регулярна.
Тогда при фиксированном й непрерывная при функция

s0(t, х, й) будет дифференцируема в области t <Z •&, О <Z So <б д и ее непре
рывные частные производные определяются равенствами

= — min max s'(t) f (t, x, u, v),
at uep req ' ...

-7^- = Sj(t), i = 1, . . n — размерность вектора x. 
г

Здесь s(t) — 5(й, t)l°, причем S(t, t„) — фундаментальная матрица реше
ний для уравнений в вариациях

п
бж (t) = (tJ i- J И 2 -^-б^(т)Ъ]°(7т, du, dv), (5)

[X f] Р Q Li - 1 i J

а вектор 1° — это единичный вектор, направленный из точки хм на точку 
ж(й, G, xt, т]°); штрих означает транспонирование.

Экстремальная стратегия определяется следующим об
разом: если е0(£, х, й) = 0 или е0(£, х, й) > б, или t X й, то U(^=P, 
если же 0 < е0 (t, х, й) < б, t < й, то U (t, х) складывается пз всех
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(6)

векторов ие е Р, которые удовлетворяют условию минимакса

max s'(t) f (t, x, ue, v) = min max s' (i) f (t, x, u, v), 
reQ u^P reQ

где s(t) — вектор из (4).
Справедлива
Теорема. Пусть исходная игра регулярна.
Тогда экстремальная стратегия U допустима. Если из начальной 

позиции {С, ха} множество М поглощается в момент й программно по 
минимаксу, т. е. если р[ж(й, С, х<,, ц°), Л/] = 0, то экстремальная страте
гия разрешает задачу о сближении.

Примечание. Геометрически условие поглощения М из позиции 
{С, х0} в момент й по минимаксу означает, что всякая (по V) область 
достижимости Gv(io, х«, й) пересекается с М.

Доказательство теоремы опирается на лемму 1, из которой при 
условии (6) выводится, что вдоль всякого движения х[i] = x[t, t*, 
х„ ] в области 0 e(i, х, й) <Z б, t й, функция e0(i, х [i], й) не 
возрастает и, стало быть, при условиях теоремы всякое движение 
x[t] = x\t, t0, Хо, Uе ] при всех iE [i0, й] остается в области 
e0(i, x[t], й) = 0.

Конкретное построение стратегии вычисление производных (4)
при доказательстве леммы 1 опирается на условия, которым удовлетво
ряет программное управление, разрешающее задачу (3). Эти условия оп
ределяются следующим утверждением.

Лемма 2. Пусть игра регулярна и 0 <. e(tt, х„ -ft) < б.
Тогда на максиминном программном движении x°(t) = x(t, t,_, xt, т]°) 

выполняется условие минимакса

J s' (т) f (т, х° (т), и, v) (dr, du, du) =
APQ

I min max (s'(t) f (т, x° (t), u, y)) dr 
д ueP v<=Q

(7)

для всякого измеримого A cr [i*, й]. Здесь s(t) —снова вектор-функция 
из (4).

Примечание. Условие минимума по и в (7) отвечает в данном слу
чае принципу максимума (4). Однако здесь условие максимума по и за
менилось условием минимума по и по той причине, что в качестве крае
вого условия Z0 для вектор-функции s(t), играющей роль вектор-функции 
ip(i) из (4), выбран вектор 1а, направленный из точки хм на точку ж(й, t„ 
xt, ц°) (т. е. в область достижимости Gv°), а не вектор, ему противонаправ
ленный (т. е. из области достижимости Gv°). Следует также отметить, что 
условия оптимальности программных движений, порождаемых, как и 
здесь, программными управлениями — мерами, изучались в работах (5, “).

Формальная конструкция стратегии U(t, х), работающей в рамках 
уравнения в контингенциях x^Fu(t, х), раскрывается содержательно в 
аппроксимирующей вычислительной схеме iA[i] = f(t, хА [i], н[т;], y[i]), 
т, $7 t < т;+1, и[т;] e U(rt, л-Дт;]), xi+l—у ' А (см. (*)). Стратегия 
U е при условиях теоремы гарантирует приведение аппроксимирующего 
движения хА в момент й в произвольно малую наперед выбранную 
е-окрестность множества М, если только шаг А > 0 будет достаточно мал. 
При этом управление y[i] на каждом полуинтервале т; t < т,+ 1 может 
реализоваться вторым игроком на основании любых мыслимых правил, 
в том числе и,таких, которые предполагают знание выбора u[t] = и[т,] 
на этом же полуинтервале. Если же допустить, что по условиям игры вы
бор u[t] и y[i] на малых полуинтервалах времени можно осуществлять 
случайным образом и считать независимым в вероятностном смысле, то
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исходная игра формализуется в смешанных стратегиях (7), вспомогатель
ную задачу на программный максимин, аналогичную задаче (3), целесо
образно формализовать на программных управлениях du^ dv) вида
Г](<Й, du, du) = dt[.i1(du)'vt(dv), и для смещенных стратегий U(/, х) по
лучается утверждение, аналогичное данной выше теореме. Если обе игры 
оказываются регулярными, то вообще говоря, значение 11 для чистых 
стратегий оказывается большим, чем -0 для смешанных стратегий. Если же 
при всяком выборе s во всякой позиции {t, х} величина х, и, и)
имеет седловую точку по и и и, то результаты обоих подходов совпадают, 
что согласуется с общей теорией из (2).
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