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1. За математическое ожидание или среднее значение для вероятност­

ного распределения р(-) на прямой R, берется величина Л/р = x\i(dx) 

если она существует. Для случайной величины g с распределением р (•) 
полагают М^ — М[1. Для независимых gi и |2 имеет место Л/^г = 
= Л/^Л/|2. Функция М линейна относительно суммы случайных величин 
и М б(х) = х для вырожденного распределения 6 (ж) в точке х е 7?t. Это 
главные свойства математического ожидания, обеспечивающие его прак­
тическую ценность.

Если бы для случайных величин, принимающих значения в компакт­
ной группе G, существовало математическое ожидание с подобными 
свойствами, то многие вероятностные и статистические результаты для 

можно было бы перенести на группу G. Однако выбор М на /С опреде­
ляется линейностью Rt, в то время как компактные группы не являются 
линейными пространствами. Поэтому введение среднего значения для 
мер на компактной группе не является столь очевидным и до настоящего 
времени не рассматривалось. В настоящей заметке мы дадим аксиомати­
ческое определение математического ожидания для распределений на 
компактных группах и их конструктивное построение в наиболее инте­
ресных случаях.

2. Обозначим 5>l(G) совокупность всех борелевских вероятностных 
мер на G. SSl(G) относительно композиций (умножения) мер является 
замкнутой и непрерывной полугруппой в слабой топологии. Пусть 8 (G) 
будет некоторой полугруппой мер из 2Jl(G), обязательно содержащий все 
сосредоточенные меры на элементах G. В дальнейшем мы отождествляем 
элементы а, а е G, с мерами, сосредоточенными в а. Таким образом, если 
мера р принадлежит t?(G), то и все меры арР, а, |3 е G, также принад­
лежат 8 (G).

Определение. Скажем, что полугруппа мер 8(G), 8 (G) czSJl(G), 
на связной компактной группе G допускает математическое 
ожидание, если существует однозначная функция М, отображающая 
8 (G) в G и удовлетворяющая следующим свойствам:

a) Л/ру = Л/рЛ/у для любых р, v из 8 (G),
b) Ма = а для любого ае G,
c) Л/р„-^-Л/р при р„-> р (слабо) для р„, р е 8(G),
d) Л/р = е, единице группы G, если мера р e<§T(G) симметрична, т. е. 

если р(5"‘) = р(5) для любого борелевского множества В.
Значение Л/р е G называется математическим ожиданием 

меры р или ее средним значением. Если £ — случайная величина 
со значениями из G и с распределением pe<?(G). то математическое 
ожидание величины £ определим равным Л/р. Для независимых величин 
gi, g2, в силу свойства а), имеет место равенство Л/^2 = Л/^Л/^.
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Из определения следует, что среднее значение вводится неоднозначно 
на группе G и его разнообразие определяется не только различными ото­
бражениями <F(G) в G, но и выбором самой полугруппы ё (G). Выбор 
полугруппы cS’(G) определяется целями исследования и, вообще говоря, 
не может быть произвольным. В частности, имеет место

Предложение 1. Если полугруппа ё (G) допускает математиче­
ское ожидание и не изоморфна группе G, то ё (G) не может быть замк­
нутой в 2Ji(G).

3. Применим понятие математического ожидания для изучения сходи­
мости произведения пезавпс1гмых п неодинаково распределенных случай­
ных величин gn, п = 1, ... , принимающих значения из компактной груп­
пы G. Распределение случайной величины обозначим ц„. Предполо­
жим, что все меры ц„ принадлежат полугруппе ё(G), определенной 
в предложении 2.

Предложение 2. Пусть полугруппа <F(G) такова, что всякая мера 
у е Sfl(G) принадлежит <E(G), если существует последовательность мер 

у„ е ё (G), для которой 11 у,. = у и 2 (1 — G(yn)} < оо.
,1=1 ,i=t

Тогда для сходимости почти всюду произведения ^ . . .необходимо 
ОС Со

и достаточно сходимости произведения II ряда 2 U — D(g„)}.
,1=1 п=1

(Здесь величина О(^„) обозначает дисперсию случайной величины 
определенной для полугруппы 9Jt(G), см. по этому поводу (').)

Доказательство этого предложения опирается на результаты работы 
(‘) и принцип сходимости для распределений на компактных группах (2).

4. Для построения конкретных примеров математических ожиданий 
рассмотрим тот важный для приложений случай, когда полугруппа ё (G) 
порождается некоторой единичной окрестностью мер в 2R(G). В случае, 
когда М на таких ё (G) существует, будем говорить, что группа G допу­
скает математическое ожидание, или на группе G существует математиче­
ское ожидание (среднее значение мер). В частности, ё(G) удовлетворяет 
условию предложения 2.

Обозначим T(d,) dj-мерный тор, SU(2, d2) —прямое произведение с?2 
экземпляров группы SU (2) — унитарной унимодулярной группы второго 
порядка. Имеет место следующий результат.

Предложение 3. Компактные группы G, допускающие математи­
ческое ожидание, могут быть только вида

(T(d,), SV(2, d2)).

Пусть группа G есть прямое произведение (Gb ...,Gd). Если мера И 
задана па G, то обозначим ц(1),.. . , p/d) ее проекции на G,,... , Gd. Пред­
положим, что ё (G) таково, что проекции мер ё (G) входят соответственно 
в ё (G,),..., ё (Gd), для которых определено математическое ожидание 
M,,...,Md. Тогда отображение Мр = . , 7Hdp(,1)) будет матема­
тическим ожиданием. Такое математическое ожидание мы будем назы­
вать проекционным относительно групп G,, . . ., Gd и средних М,,. . . , Md.

5. Перейдем к рассмотрению М на торцах T(d), которые мы будем за­
писывать в виде (б,,.. . , 0(J), 0 01 < 2л, сложение покомпонентное по
mod 2л.

Предложение 4. Каждое математическое ожидание М на Т (d) 
определяется некоторыми, коэффициентами Фурье Фг(-), 1 = 1, 
и целочисленной матрицей у = Ну^Н, а = 1,. . . , о; (5 = 1,.. . , d. Если 
коэффициент Фурье Фг(-) соответствует характеру exp {l(Z)6j + ... 
. . . + d(l) О,}. то целочисленные матрицы 0 = 11/(011, j = 1,..., d, I — 
= 1,.. ., or, и у связаны соотношением 0*у = Е. М для р^ё (8(d))
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М,ti = (0m, .. . , 0(,))у,

где Ф (о) = цехр {z0(,)}, п > 0, 0 с 0Ш < 2л.
Из предложения 4 следует, что область определения М. зависящего 

от коэффициентов Фурье Ф (•), I = 1, . . . , о, состоит из всех мер, у кото­
рых эти коэффициенты отличны от нуля. Всякая полугруппа <S(Т(d)) 
такого вида допускает математическое ожидание при 0*у = Е.

Интересен случай, когда матрица 0 размера d X d. Если 0 определяет 
S(T(d)). то полугруппа S(T(d)) допускает математическое ожидание 
тогда и только тогда, когда det 0 = ±1. Это математическое ожидание 
единственно на S(T(d)).

6. Определим на SU(2) математическое ожидание Ма следующим об­
разом. Группа SU(2) —это совокупность матриц ( где а, |3 —

комплексные числа, для которых | а |2 ф- | р |2 = 1. Пусть мера р опреде­
лена на этом многообразии. Тогда положим

|ctP+i₽l2=l ■ ~ ₽ а'

= I f a dp + Pdp
1 |ci|2+jflz—1 1 1 |a|2+1₽|-=l

Легко проверить, что Ж удовлетворяет всем свойствам математического 
ожидания.

Предложение 5. На группе SU(2, d) существует единственное 
математическое ожидание, которое является проекционным относительно 
каждой компоненты SU (2) и Ма.

Предложение 6. На группе {T^d,), SU(2, d2)} всякое математи­
ческое ожидание является проекционным относительно групп Т (d,) 
и SU(2, d2).

7. Отсутствие математического ожидания на конечных группах обед­
няет смысл этого понятия. Поэтому будем требовать от М на конечных 
группах выполнения лишь условий а), Ь), с) определения.

Обозначим G2(d), d = 1, .. ., группу, являющуюся прямым произве­
дением d групп второго порядка G2 = С?2(1), с элементами щ — единица 
и е2, е22 = Ci. Для d = О положим С2(0) = Любую меру ц на G2 мож­
но представить в виде р = pet ф- qe2, р, q 0, р ф- q = 1. Положим 
Mip = щ, если р > q; Mtp = е2, если р < q. Легко проверить, что ото­
бражение Mt будет математическим ожиданием на полугруппе мер 
971(G) \ {’/26i + ’/262}. В силу предложения 1, эта полугруппа мер оказы­
вается наибольшей среди полугрупп, допускающих М. Оказывается, что 
Mt является единственным средним значением на G2. Далее, для G2(0) 
имеем 97?(G2(O)) = гц. Поэтому положим Met = e-i.

Предложение 7. Группы G2(d), d = 0,. . . , являются единствен­
ными классами конечных групп, для которых существует математическое 
ожидание. Группы G2(d), d = 0, . . . , допускают единственное математи­
ческое ожидание, являющееся проекционным относительно каждой ком­
поненты G2 и Mt.

Таким образом, в случае несвязных компактных групп можно гово­
рить лишь о математических ожиданиях для групп вида {G, (dj T(dA, 
SU(2,d3)}.

В таких группах, на основе предложений 4, 5, 6, 7 будем рассматри­
вать проекционное математическое ожидание относительно G2(dA, TldA, 
SU(2. d3).

8. Если группа мер S (G) допускает математическое ожидание и со­
держит единичную окрестность из W(G), то математическое ожидание 
позволяет исследовать вопросы, связанные с обоб1ценной безграничной 
делимостью мер. см. (2). Характеризация таких мер и задача их вложения 



в неоднородные полугруппы мер (гемигруппы) важны, но до настоящего 
времени мало исследованы.

Однако для групп, допускающих математическое ожидание, можно 
получить, в частности, следующий результат.

Пр едложение 8. Всякая обобщенная безгранично делимая мера на 
группе {G2(</i), T{dz), SU(2, d3)} вкладывается в некоторую гемигруппу 
мер.
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