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В работе дается описание и алгоритм построения р-расширений для 
любых полей характеристики р (и даже конечных полей). В применении 
же к полям алгебраических функций получается эффективное выражение 
для символа Артина и полное описание характеров Дирихле степени рп. 
Как арифметическое следствие получается эффективная разрешимость 
«краевой задачи» (Н. Г. Чудаков): построить характер Дирихле, прини
мающий па заданном конечном наборе простых дивизоров заданные значе
ния (в нашем случае корни степени рп из единицы).

Наша конструкция р-расширений дается в терминах основного поля и 
является естественной по отношению к вложениям расширения меньшей 
степени в большее; язык бесконечных расширений вносит известное еди
нообразие.

Обозначения. К — произвольное поле характеристики р, К, — ци
клическое расширение К степени р*, х/ — вложение Kt -+ К., п-'лМ = уМ. 
у/: G (К; / А) G (Ki /К) — соответствующий х/ гомоморфизм ограниче
ния, {сц} — последовательность порождающих автоморфизмов G (Kj / К) 
такая, что у (<■) = т; А„— бесконечное р-расширение (любое конечное 
расширение Е/ А, Е cz А^, циклическое степени р"), А„ = Пт (хД, А,), 
■<7оо = Нт (уД оД —порождающий элемент GiKJK) ~ ZTJ над Zr; V — 
простой дивизор, 2р —его поле вычетов, г($) —значение элемента г поля 
в точке р, dp — его степень; N — натуральное число или оо.

Теорема 1. Пусть R— поле алгебраических функций от одной пере
менной над полем констант [g], q = pm, RN — его р-расширение, ov — 
порождающий элемент G(KN / А).

Существует набор элементов {гРД Д01 (для N = оо это бесконечная по
следовательность, занумерованная целыми числами i, i 0) такой, что

1) совокупность всех полюсов всех rpi совпадает с множеством ветвя
щихся в Rn / R дивизоров поля R;

А—1
2 ЩИр1

= а к'0 , где 0 А
Ц(М) < р.

Zi(j>) = A:„ldp(r, (р), . . . , rpt(y)), Fit mdV — полином над [р]. (1)
Характер зависимости А, <г,пр от s = map таков:

А, Дж) — SptpsptpjZo, жое[р8]; А, Дж0,. .. , Х{) =
= G,(A(gv(a;)), ..., АД£Дж))),

где Gi и {gv} — некоторые полиномы, зависящие лишь от i и р (но не от р 
и не от A), a S, — /-я элементарная симметрическая функция для расши
рения [ps]/[p], А = Spfp.j/tp] и т. д.

Замечание. Если множество ветвящихся дивизоров пусто, то {гРД 
могут быть выбраны имеющими не более одного полюса.

Теорема 2. Пусть {цДА/ — набор элементов из В, г, mH — b для 
b ей.

Тогда существует р-расширение RN (степени N, если N конечно) и по
рождающий автоморфизм ow такие, что для всех р, Ср (грД JsO Mi, сим
вол Артина дается формулой (1).

( Rn\
2) для остальных простых дивизоров р I



Конечный и бесконечный случай «согласованы»:

N—1
2

п—1
2 

.1=0

■что совпадает с (1) для Rn / R. Иными словами, гь . .., гРп~‘ — набор пара
метров для Rn / R, о котором говорится в теореме (Z; зависит лишь от i 
первых элементов набора {rPv}). Отметим, что для R„ / R требуется конеч
ное число параметров {rpv}, а именно п.

Следствие 1. Для любого характера Дирихле % степени рп поля су
ществует набор элементов п, гР, . ,., rpn_1 е Л, rt Ьр — Ъ для всех 

п—I
b е R такой, что %(₽) = expj — 2 k (₽) Pi > г^е заданы формулами 

Ip i=o J
(1). Обратно, для любого набора г,, . . ., грп~', bp — Ъ, так определен
ная функция есть характер Дирихле степени рп.

Следствие 2. Пусть . .. , ps — конечный набор дивизоров поля R, 
gj, . .. , es — целые р-адические числа. Существуют расширение Rx / R 

и изоморфизм %: /R) -+Z„ такие, что =

Следствие 2'. Пусть ..., — конечный набор дивизоров поля R,
е/, . .., е/ — корни степени рп из единицы. Существует характер Дирихле 
Д поля R, для которого %/(р;) = ы'.

Формально следствие 2 х может быть получено из следствия 2, если по
ложить %х = Ду_ ((дг))’ 6;/ ~ 'М5 (Ei) ’ где Ф — какой-нибудь непрерывный 

характер ZP. Для доказательства этих следствий достаточно заметить, что 
(гД$), . .., грД$)) = Sp2₽/[Pj(rPf(V)) + СДгДр)),. . . , rpi-i(p)), 

a Sp2»/[P] — эпиморфизм.
Применяемая конструкция, из которой легко получается конструкция 

(‘), стр. 201 — 202, такова. Пусть сначала имеется KN /К и <rw. Применяя 
теорему Гильберта или же используя матричную запись (ох— 1) (ср. (2)), 
строим цепочку элементов ®f: ю0 = 1, (ojv — 1)©; = со<_1 = 1, ..., pN~1. 
При этом порождает Kv+i, а ©д, pv / < pv+1, лежат в том же поле. 
Действие степеней о на «ц определяется самой рекурренцией ат. для 

N—1
к= 2 ЬР1

i=0
i

okN (cot) = о* (a>i) ---= 3 Ck~l^i + lv-i, (2)
Z=max(i—k, 1)

где pv_) i < p\
Вводятся также элементы Z, = и,р— ©,; для них также (oN — l)ti = 

= ti — 1, а значит, существует последовательность {г,}, п е К, такая, что

t, = Ti&i-i Д- Гг®(-2 Д’ • • ■ Д' г,. (3)

'Оказывается, основную роль играют п с i = р\ v = 0, ... , N — 1. По ним 
можно построить некоторое р-расширение КД. Именно, К,' = ^(©Д, где 

.©1 — корень ю4р — ©1 = n; OjWi = ®i Д-1. Используя матричную запись 
(oi — 1) в базисе {©Г}, восстанавливаем ©2, ..., ©P-i, что дает г2, ... , rp-t. 

•Определим ®Р уравнением ©Рр — ©Р = Д-... Д- гр. Пусть б — про- 
.должение щ на К((д,, ©2). Так как (б©Р — шР)р—(бюР — ©Р) = ZP_i = 
= ©p_! — ю^-1, то б©Р = ©Р + ®Р-1 + г, i е [р], и полагаем о2 = 
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= 6<»-i’p+I. Теперь о2йр = ®Р + сор-ц (2) выполнено, и2|к, = 01, Кг' тре
буемого типа и т. д.

Такое построение, вообще говоря, неоднозначно. Геометрическая идея 
«специализации» подсказывает способ сделать его однозначным (канони
ческим) . Именно, предыдущая конструкция проводится для К® = 
= [/>] Х(, .. .), в качестве гР> выбирается RPi = X,-. Достаточно даже
на i-ом шаге работать над полем [р] (Хо, • • • , Х<_4) ■ Элементы й, можно 
выбрать целыми над [р] [Хо, Х1; . . .], а тогда R е [р] [Хо, . . . , Xv], pv

/< pv+1- Автоморфизм S; поля Kt, ; = [р] (Хо, . . . , Х{_Д (й,, . . ., йр« >) 
продолжается на Kt, t(Xt) тем, что ЕДХД = Хг; х)’) —очевидные вложе
ния. Положим К!С = [р] [Хо, ..., Х;_1] [Q], ..., £2р<-']. /ГТ является 
«универсальным объектом» для Kt / К: существует гомоморфизм А,: К° . —> 
—К, такой, что АДХ,-) = rpi е К, и Kt порождается над К образом А,-; 
се, = АДй,); о;, определяемый по (2), согласован е S-; tj = At(Tj) = 
= АДЛД сй! + ..., r; = АД/?,). Обратно, любое отображение а;: (Хо, . . . 
..., X,-,)-> (п, ..., Грг-'), г, =£ ЬГ1— b, Ъ е А, продолжается до 
Ai'.K^-^-K (К — алгебраическое замыкание); если А/, К/, а/— другая 
«специализация», продолжающая а„ то существует изоморфизм 0;: X, К' 
такой, что А' — 0{А;, о/ = 0;оДг‘. (Здесь используется неприводимость 
образа характеристического многочлена для Qp*-1 при действии а, и спра
ведливость (2).) Наконец, эта система объектов и гомоморфизмов выдер
живает переход к пределу (для 0, это следует, благодаря «пиморфности» 

А,-, из коммутативности диаграмм). Тем самым построен универсальный 
объект для р-расширений, канонически фиксирующий алгоритм: если за
фиксировать Л', то Kpt и ojv определены последовательностью {г„Д одно
значно.

Для вычисления символа Артина достаточно сравнить (2) с ®pn-i —
та dtp—1 k—1

— cOpn-! = 2 ^n-i (mod СопН\ди У); заменяя справа cof через (о{+ 2^ ’
k=Q j=0

pn 1—1
приходим к сравнению 2 ^iai + ^n-i = 2 A (r) wi + К (r) (mod Con р), 

i=l
откуда действием степеней (о— 1), благодаря инвариантности Con р при 
действии о и рекурренции для ®„ получаем Ci s /Дг) (modp), и значит, 
F(r) = Ip-t (mod у), т. е. просто равенство (1). Универсильный характер 
полинома F следует из того, что ti = А (/’,-).

Утверждение 1) теоремы 1 следует из рассуждений (3) с помощью тео
ремы Римана — Рока (4).

Из следствия 2 вытекает, что сумма mod рп exp где /-
целочисленный полином, может быть выражена через нули А-функции 
некоторого поля алгебраических функций.

Вся конструкция принимает очень простой вид в терминах алгебраи
ческих групп (формальных степенных рядов). При этом символ Артина 
проциклического р-расшпрения и характер Дирихле выражаются нормой в 
поле формальных степенных рядов.

Ленинградское отделение
Математического института им. В. А. Стеклова 

Академии наук СССР

Поступило
8 VII1971

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА
1 Н. Б у р б а к и, Алгебра. Многочлены и поля. Упорядоченные группы, «Наука», 

1965. 2 А. Ф. Иванов, Вести. Ленингр. унив., № 1 (в. 1), 30 (1970). 3 Н. Н a s s е, 
J. Reine u. Angew. Math., 172, 37 (1935). 4 К. Шевалле, Введение в теорию ал
гебраических функций от одной переменной, М., 1959. 5 Р. Gabriel, Jahresber.
d. Deutsch. Math. Verein., 72, H. 2/3, 116 (1970).

27


