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Недавно Фрэнклин Д. Толл (Franclin D. Tall), занимаясь исследовани­
ем совместимости с обычными аксиомами теории множеств известных об­
щих утверждений о топологических пространствах, естественно пришел 
к следующему вопросу: совместимо ли с системой Цермело — Френкеля 
утверждение: {(существует совершенно нормальное слабо паракомпактное 
локально бикомпактное хаусдорфово пространство, которое не параком- 
пактно»? Толл осуществил интересную редукцию: если такое пространство 
существует, то существует неметризуемое нормальное пространство с рав­
номерной базой (4). Вопрос о существовании последнего давно волнует 
специалистов.

Здесь будет дан ответ на вопрос Толла. Теорема 1. которая заключает 
этот ответ, была доказана мной 13 лет назад, но, по своеобразному стече­
нию обстоятельств, осталась неопубликованной.

Теорема 1. Совершенно нормальное локально бикомпактное слабо 
паракомпактное хаусдорфово пространство сильно паракомпактно.

Лемма 1. Если Y — полное в смысле Чеха пространство, то сущест­
вует последовательность баз {^„: п Лг+} пространства Y такая, что если 
Vn^$n и Vn+i cz Vn для каждого n^N+= {1, 2,...}, то П{[ЕП]: 
п е N+} =/= Л.

Рассмотрим какое-нибудь бикомпактное хаусдорфово расширение bY 
пространства Y. Существует семейство {Gc. iE N+} открытых в bY мно­
жеств такое, что (]{<?<: i Л’+} = Y. Примем за для каждого п е N+ 
семейство всех открытых в У множеств V, для которых [Е]ду ст G„. Оче­
видно, {<: п е А+} — искомое множество баз пространства У.

Примем несколько соглашений об обозначениях. Пусть А а У, к — се­
мейство подмножеств пространства У и п е А+. Тогда Кр (А, л ) тД п 
(Кр(А, X) п) означает, что никакая точка множества А не содержится; 
более, чем в п элементах семейства А. (соответственно, что каждая точка 
множества А содержится не менее, чем в п элементах семейства А). За­
метим, что отрицание соотношения Кр(А, X) п существенно слабее со­
отношения Кр(А, л) п + 1.

Далее, мы полагаем ~/.А = {U е л: С7рА=И=Л}. Другие обозначения 
имеют тот же смысл, что и, например, в (’).

Тривиальны, но полезны следующие леммы 2 и 3.
Лемма 2. Для любого семейства X открытых множеств пространства 

У и любого АсУ Хд = Х[Д].
Лемма 3. Всегда XaUb = %aIMb. То же верно для любого множества 

слагаемых.
Семейство ц открытых множеств пространства У назовем cZ-покрытием 

последнего, если [U {U: U е ц}] = У.
Лемма 4. Каждая база пространства содержит его дизъюнктное 

d-покрытие.
Действительно, в силу принципа Куратовского — Цорна существует 
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максимальное дизъюнктное подсемейство элементов базы. Очевидно, оно и 
является искомым d-покрытием.

Л е м м а 5. Каждое покрытие g пространства Y содержит такое d-покры­
тие т] последнего, что | ц | ' с (У).

Обозначим через совокупность всех открытых множеств простран­
ства У, содержащихся хотя бы в одном элементе покрытия g. Очевидно,

— база У. Существует (лемма 4) дизъюнктное d-покрытие у простран­
ства У, содержащееся в Но |у| с (У).

Для каждого U е у зафиксируем содержащий его элемент V(U) по­
крытия Тогда г] = (17(?7) : U у}, очевидно, искомое d-покрытие про­
странства У.

Лемма 6. Если U — открытое в У множество, п е А?+ и к — семейст­
во открытых множеств в У такое, что Kp(U, /.) п, то |ХД с(У).

Если п = 0, утверждение очевидно. Пусть для п = к оно верно. Пред­
положим теперь, что Кр(Е, к) k -j- 1. Рассмотрим 2? = (U{P:
1’е л). Ясно, что множество Е открыто. Поэтому с(Е) с (У). В силу 
леммы 5 существует семейство цел/. такое, что | ц| ^с(У) и 2?* = 
= U П ((J {Г: Т7 и}) всюду плотно в Е. Так как [2?*] = [2?], то (лем­
ма 2) /.ь-= /.[7;-] = /.[Л| =/.г. Положим /.* = \ ц. Очевидно, Кр(Е*,
к*) ^Кр(Е*. 7.) — 1 лС к. Множество Е* открыто. Мы вправе применить 
индуктивное предположение. Заключаем р.£-’[ с(1). Но /.t,-с/.Е'* U и.
Поэтому и | кЕ-1 ту с (У). Так как 7.£- = 7.£ = 7.г. получаем окончательно 
|М^с(У).

Лемма 7. Если к—семейство (непустых) открытых множеств в У, 
для которого 12v| > с(У), Y1— база пространства У и в Л’+, то сущест­
вует V s для которого Kp(V, k) ^пи | kv | > с (У у

Положим Q = {х е У: | Л.<ж} | п — 1} и И7 = У \ Q. Очевидно, W 
открыто, W U Q = У и Kp(W, к) -Ж п, Kp(Q, к) п — 1. Множество Q, 
вообще говоря, не открыто. Рассмотрим Q* = У \ [И]. Очевидно. Q* az Q 
п, значит, Kp(Q", к) п— 1. Кроме того, Q* U [И7] = У. поэтому па 
лемм 2 и 3 следует, что к = kY =Aq«U^tt. В силу леммы 6 |7.е«| c(Y).
Так как | к | > с (У), получаем | Xw | >с(У).

Далее, положим ЭкЛ- = {1’ей?: р с W}. Семейство $п- — база про­
странства W. Так как W открыто, с (И7) сЛ с (У). В силу леммы 5 суще­
ствует d-покрытие у пространства W, содержащееся в такое, что,
| у| '■ с (И7). Положим W* = U {У: V еу}. Тогда [И7*] = [И7]. Следо­
вательно (лемма 2). Mr = kw> и, значит, |Xw| > c(Y). Но kw* = U {Мл 
Fe y} (лемма 3) и |-у| с (У). Найдется поэтому V* е у, для которого 
|М-*| > с(У)- При этом F*c IF и, так как Kp(W, к) п, Kp(V*, к) в, 
т. е. множество V* искомое.

Пр едложение 1. Если Y —полное в смысле Чеха пространство и 
к — точечно конечное семейство непустых открытых множеств простран­
ства У, то | к| si с (У).

Предположим, что |%| > с (У). Зафиксируем последовательность р = 
= п е yV+} баз пространства У такую, как в лемме 1.

Сейчас будет определена по индукции последовательность g = {U„: 
в е iV+} множеств в У такая, что для каждого п е N+

11) [Ми+1] cz Un;
12) Un^&n;
13) Kp(U„, к) ^п\
й) |M/n|>c(Mn).

Положим Ui = У. Пусть уже определено открытое множество Uh cz У,, 
причем |kv | > c(Uk). Семейство ЗМ = {U е $h+i: [М] cz Uh} состав­
ляет базу пространства Uk. Положим к* — {V (]Uh: V <= М-J — семейство: 
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непустых открытых множеств в /Л, причем |Л*| — |ЛСд-| > c(Uh) (раз­
личные элементы семейства X* могут совпадать как множества!). К V, 
н ЕС (в роли X, 9% и У соответственно) и числу к + 1 (в роли п) можно 
применить лемму 7. Значит, существует V е &*, для которого 7fp(V, ?.’) 1- 

к + 1 и |ЛГ«| > с (Uk). Положим Ull+l = V. Очевидно, условия й) — У) 
для п = к + 1 при этом соблюдены. Этим закончено определение последо­
вательности g.

В силу основного свойства последовательности г), П{ [П„]: п е JV+} #=А. 
Но (см. ц)) п ■= 9 } = р {П„: пеЛ’+}. Значит, существует
х <= П {C7n: п <= N}. Так как (см. i3)) Kp(Un, к) Ze п и х е Uп для всех 
п <= Л’+, |ЛЫ I Ко — противоречие с точечной конечностью Л. Предло­
жение 1 доказано. Из него сразу следует

Предложение 2. Пусть к — точечно конечное семейство открытых 
полных в смысле Чеха множеств пространства Y.

Тогда j ки | с (U) для каждого U к.
Определение! (4). Назовем пространство Y о-м етакомпакт- 

н ым, если в каждое открытое покрытие этого пространства можно вписать 
открытое покрытие, являющееся объединением счетного множества точеч­
но конечных семейств множеств (т. е. открытое и-точечно конечное по­
крытие) .

Каждое слабо паракомпактное (metacompact), равно как и каждое про­
сеянное (screenable, см. (3)) пространство, очевидно, является о-метаком- 
пактным.

Из предложения 1 непосредственно вытекает
Теорема 2. Если К полно в смысле Чеха и а-метакомпактно, то из 

каждого открытого покрытия пространства Y можно выделить подпокры­
тие мощности, не большей, чем c(Y).

Следствие 1. Если Y полно в смысле Чеха, каждое (открытое) под­
пространство пространства Y а-м.етакомпактно и e(Y) Ко, то Y наслед­
ственно финально компактно.

Следствие 2. Пусть Y — бикомпакт, c(Y) су ^0, F cz Y, F замкну­
то в У.

Тогда F — множество типа Сга в Y в том и только в том случае, если
Y \ F о-метакомпактно.

Л е м м а 8. Подпространство типа Fa а-метакомпактного пространства 
само а-метаксмпактно.

Эта лемма доказывается без труда. Из нее (и следствия 1) вытекает 
Теорема 3. Пусть 1 — полное в смысле Чеха о-метакомпактное про­

странство, в котором каждое замкнутое множество имеет тип G6.
Тогда, если c(Y) то Y наследственно финально компактно.
Из предложения 2 в силу известного стандартного приема (см., напри­

мер, (2)) следует
Теорема 4. Если слабо паракомпактное пространство Y локально 

удовлетворяет условию Суслина и локально полно в смысле Чеха, то Y 
является свободной суммой фшналъно компактных пространств.

Следствие 3. Если выполняются посылки теоремы 4 и, кроме того,
Y регулярно, то Y сильно параком/пактно.

Отсюда вытекает, очевидно, теорема 1. Впрочем, воспользовавшись 
тем, что совершенно нормальное просеянное пространство паракомпакт­
но, несложно показать, что в теореме 1 (но не в теореме 4!) требование сла­
бой паракомпактности может быть заменено более слабым требованием 
о-метакомпактности.

Определение 2. Назовем приведенным весом wr(Y) про­
странства Y наименьшее кардинальное число т такое, что существует 
множество у точечно конечных семейств открытых множеств пространства
Y со свойствами | у | = т и U {Л: Хеу} — база У.

Очевидно, всегда wr(Y) w(Y).
Сразу следует из предложения 1
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Теорема 5. Если Y полно в смысле Чеха, то w(Y) = max (wr(F),

Следствие 4. Если полное в смысле Чеха пространство Y обладает 
<5-точечно-конечной базой (т. е. wr(Y) К») и удовлетворяет условию 
Суслина (т. е. c(Y) ^0), то Y — метризуемое пространство со счетной 
базой.

Некоторые результаты (следствие 1, теоремы 3 и 4 и др.) для просто­
ты были сформулированы не в наибольшей общности. Их обобщения оче­
видны.
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