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Рассмотрим систему управления, описываемую дифференциальным 
уравнением вида

dx / dt = Ах + bo + j(t), (1)
где х — вектор (порядка п) состояния системы, о — вектор (порядка пг) 
управления системой, А — постоянная матрица размерности п X п, b — 
постоянная матрица размерности п X от, f(t) — вектор-функция возмуще­
ний порядка п. В (1) все матрицы и векторы вещественны. Ниже предпо­
лагается, что функция f(t) измерима и ограничена на [0, °о) и что пара 
(А, Ь) управляема, т. е. что среди столбцов матриц b, АЬ, . . . , А"^‘Ь есть п 

линейно независимых. Введем в рассмотрение пространство Мг веще­
ственных функций g(7), 0 СХ < оо, для которых существует

т
£(Z)|j2= lim Г-1! | g (t) |'z dt. Вещественную вектор-функцию g(x, t) будем 

называть допустимым управлением, если уравнение (1) со = 
= o(rc, t) при заданном начальном условии z(0) = а имеет решение 
х = x{t) на [0, оо) (являющееся абсолютно непрерывной вектор-функцпей 
и удовлетворяющее (1) почти всюду) такое, что выполнено |ж(Ц| eft, 
lim £~'|ж(£) |2 = 0, |o[a:(i), i] | eft. Множество допустимых управле- 

t —>-j-oo
ний будем обозначать через ft. Очевидно, что ft, непусто. (Действительно, 
с*х  е ft, если матрица А -ф Ьс*  гурвицева.)

* Знак * означает транспонирование в случае вещественных матриц и эрмитово 
сопряжение в случае комплексных матриц и чисел. Пусть G — некоторая матрица. 
Ниже будем писать G > 0 (G 0), если G = G* и соотношение x*Gx > 0 (x*Gx 
7^ 0) выполнено при любом х =^= 0.

Пусть F (х, о) — некоторая заданная квадратичная форма векторных 
переменных х и о порядков п и т, причем (и это важное для дальнейшего 
предположение) матрица и формы F(0, о) положительно определенная*:  
п*ха  > 0 Vo=#0. Пусть х и сг удовлетворяют (1) на [0, 7] и х(0) = а.

Ниже будет использоваться обозначение 7/(о, а) = J F(x, a)dt. Будем 
о

предполагать, что критерий качества управления о е ft определяется 
функционалом J (о) = lim T^Vo7 (о, а). Из определения множества ft сле- Т_»+оо
дует, что при п е ft предел, определяющий 7(ст), существует и конечен. 

Ниже рассматривается задача о минимизации функционала 7 (о) на 
множестве ft,. Управление сц е ft будем называть оптимальным, 
•если 7(<То) 7(о) Vo eft. Легко показать, что если оптимальное уп­
равление существует, то оно неединственно. В связи с этим введем поня­
тие локально оптимального (л.о.) управления. Пусть о<,{х, t) —некоторое 
управление, x0=x0(t) —соответствующее решение, Хо(О) = а, х0(Т) = 
= ат, Оо = Оо[.Го(1), 1]. Будем говорить, что управление о0(х, t) обладает 
свойством л.о., если для любого Т > 0 и любых вектор-функций х, о удов­
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летворяющих уравнению (1) и таких, что ^(0) = а, х(Т) = ат; |#| е 
Е Lj'O. Т), |o|^L2(0, Т) имеет место неравенство 70т(оо, .-/) si Пт(о, а). 
Множество управлений оеЭ1й, обладающих свойством л.о., обозначим через 

Оптимальное управление о3 (х, t) будем называть л о к а л ь н о оп­
тимальны м. Ниже будут найдены условия, достаточные п «почти необ­
ходимые» (в поясненном ниже смысле) для существования оптимального 
управления. Будет показано, что при выполнении этих условий среди опти­
мальных управлений существует единственное (в1 поясненном ниже смыс­
ле) локально оптимальное, которое, как оказывается, не зависит от векто­
ра начального состояния х(0) = а. Локально оптимальное управление бу­
дет найдено в явном виде. Список литературы по решению задач синтеза 
оптимальных управлений для линейных систем в задачах минимизации 
функционалов квадратичного типа можно найти в? (*, 2). Однако авторам 
неизвестны работы, где для неоднородных систем оптимальное управление 
найдено в явном виде.

* Соотношение для определения матрицы с после приравнивания коэффициентов 
г: и од.тн.тковых степенях А превращается в липейпую систему пт? уравнений от- 
н: > енеизвестных элемептов матрицы с. Тем не менее эта система имеет

ит-м единственное.

Введем следующие обозначения: б (Л) = det (AZ„ —/1), Лщ1 (AZ„—Л)_1. 
Здесь п ниже через 1п обозначается единичная п X «-матрица. Пусть 
Ф (А) — некоторая матрица-функция или просто функция. Будем обозна­
чать Ф(А)Г = [Ф(—А*)]*.  Если р(А) — наибольший общий делитель мно­
гочленов ₽.(А) и р2(А) (со старшим коэффициентом, равным единице), то 
будем писать (А), |32 (А) > = р(А).

Распространим квадратичную форму F(x, о) с сохранением эрмитово- 
сти ла комплексные значения х, о и определим m X m-матрицы-функцпи 
л (по), a (A), Q(A) и функцию ф(А) равенствами

ст*л  (foi) о = F (Atvbo, ст), а (X) = б (— X) б (А) л (X), 
det а(А) == ф(А) [б(—A)d(A)]”1-1 det-x, Q(A) = л(А)”’<р(А) det и. 

Здесь о — произвольный «i-вектор, со — вещественная переменная, А — 
комплексная переменная. Ниже для краткости многочлен (матричный мно­
гочлен) будем называть вещественным, если все его коэффициенты — ве­
щественные числа (матрицы). Можно показать (см. (3)), что а (А), Й(А), 
Лх_1бЙ(л) —вещественные матричные многочлены, ф(А)—веществен­
ный скалярный многочлен, что a(A)v = a (A), Q(A)v = fi(A), <р(—А) = 
= <р (А) и что старшими члепами многочленов а (А), Й(А), ф(А) являются 
соответственно (—-Ц'ХА271, (— l)"z_iA2n, (— 1)"А2п.

Теорема 1. Предположим, что при всех вещественных <о выполнено 
неравенство (ко) >0. Пусть ф (А)—гурвицев многочлен со старшим 
членом А", удовлетворяющий уравнению факторизации ф(А) = 
= ф(— А)ф(А). Такой многочлен ф(А) существует и притом единственный. 
Предположим, что х >;0, <б(—А), б(А)> = 1, <6(—А), ф(А)> = 1, 
<б(А), йб(А) МА> = 1. Пусть р(А) — вещественный матричный многочлен 
со старшим членом Vim, удовлетворяющий соотношениям а (А) = 
= Р (A) vxP (А), detp(A) = 6 (А)’’’“‘ф (А). Такой многочлен р(А) существует 
и притом единственный.

Тогда для каждого начального вектора а существует не зависящее от 
а локально оптимальное управление щ е ЭЕ- Такое управление единствен­
но-, оно имеет вид

ео
о0 = с*х  — угН' exp [С*  (т — 01 Hf (т) di. (2)

i
Здесь с, С, И = Н*  — вещественные матрицы, которые могут быть найдены 
следующим образом-.

1) п X m-матрица с находится единственным образом из тождества*  
р(А) = 5(A) \Im — с*Л,г !б];



2) п X п-матрица С определяется по формуле С = А Ъс* , при этом
det (Х7„ — С) = ф (X);

3) п X п-матрица Н = Н*  находится единственным образом из матрич­
ного уравнения С*  НА-НС ——D, где D = D*  — матрица формы 
F(x, с*х).

Доказательство. Пользуясь леммой 3 из (4) можно показать, что 
существует единственный скалярный многочлен ф(^) и единственный 
матричный многочлен |3(Х) такие, как указано в формулировке теоремы. 
Пользуясь результатами (3) и леммой 1 из (5), § 9, можно показать, что 
в условиях теоремы существует единственная п X пг вещественная матри­
ца с и единственная п X п вещественная матрица Н = Н*,  для которых 
имеют место равенства, приведенные в пунктах 1) — 3) теоремы 1. Кро­
ме того, можно показать, что для матриц с и Н, найденных, как указано в 
теореме, справедливо тождество F(x, а) — (ст— с*;г)*х(о —с*.г)  — 
— d(x*Hx)  I dt, где d(x*Hx}  f dt— производная в силу системы (1) с 
/(£) =0, т. е. d(x*Hx)  / dt = 2х*Н(Ах  + &ст), и что А + Ьс*  — гурвицева 
матрица.

Пусть матрицы с, С, Н определены так, как указано в теореме 1, и 
Щ = По (ж, t) —вектор-функция, определенная равенством (2). Положим 
О/, = Сто + х~’Ь*  ехр (—C*t)h,  где h — некоторый (пока произвольный) 
и-вектор. Можно показать, что о0 9L и что имеет место тождество

F(x, ст) = (ст — стЛ) *х  (ст — ст,,) — dV(х, t, h) / dt + W(t, h), (3)

где V (x, t, h) = x*Hx — 2ж*{ехр( —C*t)h  — jexp[C*(r — t)]Hf(x)dx},.
0

производная dV (x, t, h) / dt, взятая в силу системы (1), W(t, h) — не за­
висящая от х и ст функция такая, что | W(t, 0) | е М2, | ПИ(i, h) | е L-i (0, 7) 
с любым Т > 0.

Пусть в (3) h — Q, об51,. x = x(t) —решение уравнения (1), 
.г(О) — а. Проделав несложные оценки, можно показать, что T’~1V[a:(71), 
Т, 0] при Т -}-оо. Разделим обе части равенства (3) на Т, проинтег­
рируем от 0 до Т и перейдем к пределу по Т -> -(-°°. Получим

т
J (ст) = lim 77-1 (ст — Сто)*  х (о — о0) dt + Г,

J1—Н-оо с0
т

Г = lim Т-1 £ W (£, 0) dt.

Отсюда следует, что Г = 7(ст0). Так как х > 0, то ст0 — оптимальное уп­
равление.

Покажем, что ст0 является локально оптимальным управлением. Пусть 
х0 = x0(t)—решение уравнения 1, соответствующее управлению Сто, 
^o(O) — а, х0(Т) = ат и пусть число Т, управление ст, решение х такие, 
как указано в' (л.о.). Аналогично предыдущему, из (3) при h — Q найдем 

т
Jo (А, а) = Jo (ст0, а) + (о — о0)‘ х (ст — о0) dt J% (ст0, а).

о

Поэтому Сто Ж и, следовательно, является локально оптимальным управ­
лением, не зависящим от а.

Покажем, что такое управление единственно. Для этого достаточно про­
верить, что множество Ж содержит только одно управление, не зависящее 
от а. Пусть ст7 — не зависящее от вектора а управление, x'(t) — со­
ответствующее ему решение, Т > 0, х' (0) = а, х'(Т) = а'. Пользуясь уп­
равляемостью пары (С, Ъ), легко показать, что существует n-вектор h та­
кой, что уравнение (1) с ст — ол имеет решение xtl = xh(t'), xh(Q)—a, 
xh(T) = а'. По свойству л.о. для ст7 имеем J0T(o', а) 70г(щ, а). Анало­
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гично предыдущему, из (3) для выбранного h найдем 
т

Л (o', а) = / Oh, а) + \ (o' — ohy х (У — о,,) dt > Д (oh, а).
t)о

Поэтому J0T(a', а) = J0T((jh, а) и, следовательно, о' = щ, где х = x'(t), 
t s= [О, Г]. Покажем, что найденное h не зависит от Т. Действительно, для 
Т' > Т имеем о' = о*/,  при х = х' (А и t [0, Т']. Поэтому су = сщ при 
t [0, 7], х = х'(t) и, так как пара (С, &) управляема, то h = h'. Расши­
ряя интервал [0, 7Д, получим, что о' = сц для любого t 0 и х — x'(t). 
Так как щ = о' е 2Яа, то сгЛ е 2ЛЛ. Из гурвицевости матрицы С и вида ah 
следует, что h = 0.

Таким образом, о' = о0 при любых х и I, т. е. о0 — единственное не за­
висящее от а локально оптимальное управление. Теорема доказана.

Процедура нахождения синтезированного оптимального управления о0, 
приведенная в теореме 1, несколько неудобна, поскольку она использует 
весьма трудоемкую операцию матричной факторизации. Пользуясь резуль­
татами (3), можно показать (теорема 2), что при определении оптимально­
го уравнения сг0 процедура матричной факторизации может быть заменена 
существенно менее трудоемкими операциями определения обратных мат­
риц и операциями деления матричных многочленов па скалярный.

Пусть уДХ) и у2(Х) — два скалярных многочлена. Через ост (yt | у2) бу­
дем обозначать остаток от деления yf (X) на у2 (X). Если -yi (X) = Ц’ур-(Х) II — 
матричный многочлен, а у2(Х) —скалярный многочлен, то ост(у(, у2) — 
- - Цост (у,Д у2) ||.

Теорема 2. Пусть при. всех вещественных ®. выполнено a(ico) О, 
cp(zTo) ¥= 0 и пусть <б(—X), б(X)> = 1, <5(—X), т|?(Х)> = 1, где ф(Х)— 
многочлен, определенный в теореме 1.

Тогда матрица с в формуле оптимального управления (2) однозначно 
находится из соотношения = р(Х), где р (X) =ост(£2/ф), г(Х) =
= ост (Ac'bQ / ф).

Теорема 3. Если хотя бы для одного вектора s и одного вещественно­
го числа со имеет место неравенство s*a(i(T>)s  < 0, то для любого началь­
ного вектора z(0) — а выполнено соотношение Inf7(о) = —оо по о е 
■«= 5Т.

Доказательство. Пусть ц — вещественное число такое, что 
s*a(ip)s  < 0 и б (гр) =У0. Из условий теоремы следует, что такое и суще­
ствует. Рассмотрим управление от=£*.г-|-5оте 1и‘, где т — вещественное чис­
ло, g — вещественная п X zn-матрица, такая, что матрица А Д- bg*  гурви- 
цева, s0 = \_Im — Легко показать, что для любого т каждое из
управлений сфт) = g*x  Д- т Re soe,Ll', = g*x  -|- т Im 50е,ц‘ принадлежит 
множеству 91а. Распространим квадратичную форму Е(х, а)г на комп- 

т
лексные значения х, о и положим Jo (о) = lim Т-1 \ F (,г, о) di, где 

О
х = x(t) — решение уравнения dx / dt = Ах Д- bo Д- (1 Д- i)f(t) с началь­
ным значением ж(0) =(1Д-г)а. Проделав несложные оценки, убедимся, 
что 70(от) —оо при оо. Из очевидного равенства 70(сГт) = 7(а^1)) Д-
Д- 7(о(^ ) следует, что либо 7(а(р) -> —оо, либо 7(о^ ) ->• —оо при т—>- оо. 
Теорема 3 доказана.

Ленинградский государственный университет Поступило
им. А. А. Жданова 31 V 1971
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