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1. Некоторые краевые задачи теории упругости и математической фи­
зики со смешанными граничными условиями приводятся к интегральным 
уравнениям первого рода следующего вида:

ъ
^k(x, l)q (g)dg = / (х)., O^a^xs^b, (1)
а

1Ф, r=! W.Tr)6(*. (2)

Здесь <р (х, у), 0 (х, у) — линейно независимые решения дифференциально­
го уравнения с параметром у

у” + а(х)у' + s(x)y + у2$(х)у = 0, 0 х < оо. (3)

Свойства решений и ограничения на функции а, р, s будут указаны 
ниже. Излагается один путь исследования уравнений (1).

Уравнение (3) при достаточно гладких функциях а, р, $, удовлетво­
ряющих некоторым дополнительным условиям, может быть исследовано 
при |у|-> оо методами, изложенными в работах (1_3).

Будем считать, что /(.г) представима в виде

/ (*) = J 9 (^, П) dp 01)- (4)
а

Возможность такого представления при различных предположениях отно­
сительно функций а, р, s изучается, например, в (4). В силу соотношения 
(4) ограничимся исследованием уравнения (1) в предположении

f(x)= Q(x, ц), цеп. (5)

Введем в рассмотрение функцию вида

К (и) = 2 CrSrtXr — и2) (6)
Г=1

Здесь постоянные сг равны произведению вронскиана функций <p(zr, уг), 
X

0 (х, у г) на функцию р (х) = exp J а (с) ей-.

Если ряд (6) равномерно сходится в комплексной плоскости с выбро­
шенными окрестностями точек и = уг, то К(и) — четная мероморфная 
функция. Допустим, К (и) имеет счетное множество нулей, не лежащих 
на вещественной оси; нули верхней полуплоскости обозначим z(.

Построив представление функции К (и) в форме бесконечного произве­
дения, можем ее факторизовать (5,6), т. е. представить (вообще говоря не­

309



однозначно) в виде
К(и)= К+(и)К..(и).

Здесь функции К+, К- регулярны соответственно в верхней и нижней по­
луплоскости и не имеют там нулей.

Будем, пока формально, искать решение уравнения (1), (5) в форме 
ряда Дирихле вида

оо

q (I, П) = 3 к;Ф & zi) + yfi (£’ zi)l Р (В) Р (Ю> (7)
1=0

Z0 = Т], Хо = 0, Уо =

Постоянные Xi, у: подлежат определению.
Внесем соотношение (7) в уравнение (1) и произведем интегрирова­

ние. Достаточным условием того, что функция q(Z, ц) удовлетворяет 
уравнению (1), является выполнение равенств

ОО

2 [*i <6 (а, уг), Ф(а, гг)> 4- yt <9 (а, уг), 0 {а, ЪУУ 9 (а, zz)l = О,
1=0

(8) оо
— 3 [яг<ф(&, Yr), ф(^ Z;)><p(&, зг) + г/;<ф(6, Yr), 9(6, zr)>] =0, г = 1,2,.. 

1=0
Угловые скобки < > обозначают следующее:

(ф (х, %), 9 (х, y)> = г d/dx (In [ф (х, X) 9'1 (х, у)] (yr2 — z?)'1.

Соотношения (8) можно рассматривать как уравнения для определе­
ния коэффициентов xt, yi.

Вводя бесконечные матрицы, систему (8) можем записать в форме 

ад + в12к = л, b21x + b22y=d2,
(9) 

X={xk}, Y = {yj, k=i, 2,...
2. Пусть функции a, p, s таковы, что существуют дважды непрерывно 

дифференцируемые при 0 < х < оо решения ср, 9 уравнения (3), облада­
ющие асимптотикой вида

ф(а, z;)— 9(6, Zi)= 1, ф'(ж, X) = Лф(ж, X) [1 + О(Х~е)],
(Ю)

Q'(x, X)——гХ9(ж, X) [1 + О(Х~Е)], х^-оо, 1ш^->оо, е > 0.
Введем в рассмотрение бесконечную матрицу А с элементами аг, = 

= (Yr — z;)~‘. Нетрудно видеть, что в силу (19) при <г^-оо и b — а-+оо 
матрицы В1Л стремятся к А, в то время как В12 и B2i стремятся к 0.

Бесконечная матрица А в предположении однократности нулей zt, по­
люсов Yr и некоторых ограничениях на их распределение в комплексной 
плоскости имеет двустороннюю обратную матрицу А~1, элементы которой 
представимы в форме (’,8)

тгг = {К\{- z;)(Yr - гг) [К'1 (Yr)]'}’1. (11)

Последнее будет справедливо, если существуют функции К+, К-, для кото­
рых на системе правильных контуров в комплексной плоскости справед­
ливы оценки

- I к+ (2) I < с 12 Г01, I %■'- (z) |<с I z |% 0<^, 5а<1. (12)
Пусть, кроме того, имеют место свойства
я;(-гг) = г-*(14-0(1)), [^(Yr)]'= rY(14-0(1)), Z, г—>оо. (13)
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В этих предположениях система (9) представима в форме
X = А-1 (А - В„)Х - А~1В12У + A-lDt,

(14) 
Y == А~‘(А -B22)Y-A-iB2iX + A-,Di.

Стоящие в правых частях (14) матрицы порождают непрерывные опера­
торы в пространстве ограниченных последовательностей, сходящихся на 
бесконечности с весом, т. е. таких, что при I -> оо | 1/г, и.

Оценки (10) позволяют установить, что при достаточно больших а и 
b — а нормы операторов (14) малы и уравнение можно решать по методу 
последовательных приближений. Таким путем устанавливается существо­
вание решения уравнения (1) при больших значениях указанных пара­
метров. Нетрудно видеть, что это решение находится в классе непрерыв­
ных на [а, Ь] с весом (6 — ж)?(ж— а)1’ функций, т. е. таких, что

(Ь—ху(х — a)yq(x)^ С(а, Ъ). (15)
Имея представление (4), можно сформулировать условия на функцию 

/(ж), обеспечивающие свойство (15).
3. Построенное решение будет единственным в классе (15), если толь­

ко бесконечные системы функций (rc, z(), 0(ж, zt) и ср (ж, ут), 9 (ж, уг) яв­
ляются минимальными (усиленно линейно независимыми) (9) на отрез­
ке [а, 6]. Если функции а, р, s являются аналитическими, то минималь­
ность указанных систем можно доказывать, строя операторы преобразова­
ния (*°) и используя при этом минимальность экспоненциальных функ­
ций (8, “).

4. В условиях п. 2 система (14) является квазирегулярной и проблему 
ее обращения можно, как известно, свести к решению конечной алгебраи­
ческой системы. Если решение этой системы единственно, то единствен­
ность для уравнения (1) будет иметь место лишь в условиях п. 3.

5. В ряде случаев (8) левая часть уравнения (1) представляет поло­
жительно определенный оператор в некотором пространстве Соболева — 
Слободецкого. Если это пространство содержит класс (15), то в этом клас­
се доказывается единственность решения уравнения (1), однако единст­
венность решения системы (14) будет иметь место лишь в малом (при 
больших а и Ъ — а).

Единственность для системы (14) в большом будет иметь место в ус­
ловиях п. 3.

6. Наконец, если оператор (1) положительно определенный в прост­
ранстве, содержащем класс (15), системы ср, 0 минимальны, операторы 
правой части (14) вполне непрерывны в указанном пространстве последо­
вательностей, то система (14) однозначно разрешима в этом пространстве, 
а интегральное уравнение (1) — в классе (15).

7. Примеры. Ниже использованы принятые в (12) обозначения спе­
циальных функций.

1) a = s = 0, р = 1, ср (х. /.) — eiK(-x~2}, 9 (х, Х)=еа(Ь~х); соотношение 
(4) — разложение Фурье.

Плоские контактные задачи для слоя.
2) a = ж-1, р = 1, $ = —пх~2, ф(ж, л) = Кп(——ika),

8 (ж, X) =/„(—iXx)In~l (—ihb); соотношение (4) —разложение Бесселя.
Осесимметричные контактные задачи для слоя.
3) а = ж-1, р = — х~г, s = v = const, ф(ж, X) = Км{—ivx)KM~l (—iva), 

8 (ж, К) = —ivx)IM~l(—ixb)- соотношение (4)—разложение Канторо­
вича — Лебедева.

4) a = — cth ж, р = 1, s = р sh 2 ж, ф (ж Д) = 2-o.5+ix (ch ж)/<2-о,5+л (ch а), 
6 (жД) = Р^0>5+{Х(сЬж)/Р^>3+{х (ch б);
разложение Меллера — Фока.
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Метод настоящей работы применим и в том случае, если уравнение (3) 
решается на интервале 0 л: 71, ab — а < Т.

5) Периодическая задача (13). Соотношение (4) —разложение в ряд 
Фурье.

6) а = ctg х, Р = — sin2 х, s = v (v — 1 ),<р (х, X) = Р^ (cos х)/Р^ (cos а) 
0 (х, X) = Р7-1 (— cos х)/Р^ (— cos b).

Действие клиновидного в плане штампа на упругое полупространство.
Автор выражает благодарность И. И. Воровичу за внимание к работе.
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