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В работах (1_5) были найдены различные классы локально неразреши­
мых линейных дифференциальных уравнений с частными производными 
Ри = /. Обзор результатов можно найти в статье (6). В настоящей статье 
рассматриваются линейные операторы первого порядка

п

Ри = Dtu — 2 (а> 0 ibj (х, t)) Dx.u — с (х, t) и,
3=1

где х = хп), Dx = —i д / дх}, а, е С°°, еС“, се С”; для та­
ких операторов будет обобщено достаточное условие локальной неразре­
шимости Л. Ниренберга и Ф. Тревза (4). Тем самым мы получим некото­
рые необходимые условия локальной разрешимости таких уравнений.

Уравнение Ри = f называется локально разрешимым в точке ж0, если 
существует окрестность Q точки х0 такая, что для любой f е C0°°(Q) най­
дется u^DAQ), удовлетворяющая уравнению Ри — f. Пусть Pi — стар­
шая часть оператора Р, pi(x, t, т) — символ Pi и pi = А(х, t, g, т) + 
+ iB(x, t, g, т). Пусть существует ненулевой действительный вектор = 
= (^1°, ■ • • , |п°) и действительное число т° такие, что pi — 0 в точке R = 
= (х0, g°, т°). Основным-результатом этой статьи является

Теорема 1. Если найдется окрестность точки R, в которой В(х, I, 
Е, т) монотонно растет вдоль нулевой бихарактеристики А(х, t, g, т), про­
ходящей через точку R, то уравнение Ри = / неразрешимо в точке (а?0, Р).

Условия этой теоремы выполнены, например, для уравнения Dtu + 
+ iq(t)Dxu = /, где ср(i) вещественна, монотонна и ср(0) = 0, если в ка­
честве R взять точку (0,0,0, 1). Отметим, что локальная неразрешимость 
этого уравнения другими методами была установлена в (7).

Без ограничения общности можно считать, что Хо — 0, t0 = 0. Сделаем- 
преобразование координат так, чтобы бихарактеристики А (х, t, |, т) стали 
параллельны координатной оси t. Пусть а= (а Ах, Р), ..., ап(х, 2)), по­
ложим у — у (х, t), s — t, где у (х, 2) — решение следующей задачи 
Коши:

Тогда уравнение Ри = f перейдет в уравнение Ри = f, р, (х, t, g, т) 
перейдет в pt(y, s, р, ст) = с—i^bj(y, s)Tp; R перейдет в точку R = 

= (0, 0, g°, 0). Положим А = о, Ё = — 2р(р, s)pj, бихарактеристики
А будут параллельны оси s. Так как нулевая бихарактеристика инвариант­
на относительно преобразования координат, то, как это следует из усло­
вий теоремы 1, В(0, s, g°) монотонно убывает по s в окрестности нуля, 
1°=^ 0 и 5(0,0,g°) =0.
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В (2), стр. 212, доказана следующая
Лемма. Пусть дифференциальное уравнение Ри — F локально разре­

шимо в ж0; тогда существуют такие константы С, k, N и окрестность W 
точки хя, что, как только /, у е Со” (W),

2 sup|Z>“/| 2 sup I Pv I. (1)
|а|«Гй

Для доказательства теоремы 1 достаточно показать, что неравенство 
(1) не может иметь место ни при каких С, k, N, если оператор Р заменить 

на Р, W — достаточно малая окрестность начала координат.
Лемма 1. Если уравнение Ри = / локально разрешимо в проколотой 

окрестности точки R и выполнены условия теоремы 1, то для любого на­
турального г существует функция <л(у, s) такая, что со = он + <о2 и выпол­
нены следующие условия'.

1) Re 001 > 0 при уг s2 Q в некоторой окрестности начала коор­
динат-,

2) |®2| = o(Re (01) при (у, s) -> 0;
3) pt(y, s,Dva) = (?((Re coi)г) при (у, s) ->0. 
Доказательство. Рассмотрим следующую задачу Коши:

Dsco = j 2 Ъ (у, s) DyM, (2)

(о | <=0 = i<£°, У> + | У |2- (3)
В работе (2) предполагалась аналитичность коэффициентов 2т,- и по теоре­
ме Коши — Ковалевской эта задача Коши имела аналитическое решение в 
окрестности начала координат. Мы не предполагали аналитичности 53-, 
поэтому задача не решается точно, и мы будем искать со так, чтобы на­
чальные условия (3) удовлетворялись точно, а уравнение (2) — с точ­
ностью до О(|г/|2г). Для этого разложим Ъ^у, s) в ряд Тейлора по у до 
членов порядка | у |2г+1 и будем искать со в виде

М = 2 /а(s)Уг' ■■■ Упп,
|а|^2г

где /а(«) —пока не известные функции. Подставим это выражение для со 
в (2). Приравнивая в левой и правой частях (2) коэффициенты при оди­
наковых степенях у, получим систему обыкновенных дифференциальных 
уравнений относптельно неизвестных функций /«(s); из (3) получим на­
чальные значения для /3(«) прн s = 0. Найдем отсюда /а(«) и покажем,
ЧТо fa(s)yri удовлетворяет условиям леммы. Положим

S

(01 (у, s) = i y> + I у I2 4- j {— В (0, s', £0)} ds'. 
о

Так как 5(0, s, £°) монотонно убывает, то первый пункт леммы выполнен. 
По построению со имеем, что рщ> = О( | у\2r) = О( (Re coi)r).

Остается доказать второй пункт леммы, для этого докажем неравенство 
\®z(y,s) I (VIs! + И) Recoi(y,s), со2 = со —(01. (4)

Можно считать, что найдется окрестность начала координат, в которой 
выполнено необходимое условие разрешимости Хёрмандера для уравнения 
Ри = f; это означает, что из В (у, s, ц) = 0 следует Вs(y, s, q) = 0; учи­
тывая, что В монотонно убывает по s и 5(0, 0, |°) = 0, мы видим, что 
функция В (у, s, ц) удовлетворяет условиям леммы о дважды дифферен­
цируемых функциях из статьи (4) и, следовательно,

|grad5(0, S,B»)|<C|5(0,s,B°)|1/2. (5)
у, fl
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Для доказательства неравенства (4) разложим левую и правую части 
уравнения (2) следующим образом:

2

® (у, ») = I <£°, У> + I У I2 + 3 uk (у, s) + и (у, s'), 
О

Б(у, s, ц) = В0(у, s, ц) +В,(у, s, ц) +В(у, s, ц),
где щ, Вк — однородные полиномы по у степени к,

й(у, s) = o(|z/|2), В (у, s, 7]) = о(|у|2).
Из начальных условий (3) вытекает, что щ(0, у) = 0, следовательно, 

| и2(у, s) | C|s | | у |2. Отсюда получаем, что
I u21 + | и (у, s) | =o (Re (щ). (6)

Приравнивая в уравнении (2) члены одинаковой однородности по у, полу­
чаем для к — О, 1

Dsu0 = iS0(s, + Dyut), (7)
Dsu, = iEi(y, s, 1" + Dyui) + i<grad B0(s, l° + Dyut), Dyu2 — 2iy). (8) 

Рассмотрим соотношения (7), (8) как систему обыкновенных дифферен­
циальных уравнений с независимой переменной s и искомыми функция­
ми — коэффициентами многочленов относительно г/j. Коэффициенты в 
w2(y, s) будем рассматривать как данные, используя лишь то, что в ма­
лой окрестности начала координат они ограничены и принадлежат С". 
Это верно и для коэффициентов в и0 и и,. Пусть щ = 3 и,тут, тогда из 

Г 
соотношения (8) получаем

DsUi = iB^yt, s, V) + i<grad50(s, g"), Dyu2 — 2iy) + Ф4 (у, s, uir), 
где Ф) et’ и Ф1 (у, s, 0) = 0. По определению Bo и В, имеем 

grad„50(8, g°) = grad,) 5(0, s, g°),
Bi(y, s, g°) = <y, gradB5(0, s, £’)>.

Используя неравенство (5) и замечая, что и2 — квадратичная форма с 
ограниченными коэффициентами относительно у, а ФДг/, s, 0) = 0, полу­
чаем при достаточно малых s

|5sMlr|^C'1(3|M1P.| + |5(0,8,^) I*/»).

s
Так как wlr(0) = 0, то |uiT| |5(0, s', g°) \'‘2ds' с помощью нера-

о 
венства Коши — Буняковского отсюда получаем

S

KI<C2 (l s|J{- 5(0, s',g0)} ds’V I y\, (9.)
\ 0 ' 

следовательно,
s

I (| у |2 + ${-B(O,s',V)}ds'\ . (10)

Из уравнения (7) получаем
I + В (0, s, 1°) | < I (grad,5 (0, s, g°), DyU^ | + C’31 Dyux |2;

теперь из (5) и (9) имеем
s

+ 5(0, s,^) I (p|jj {—5(0, s', £0)} ds'Y/a | В(0, s, g») I1/* +
I \ 0 ‘

s

+ 5(0,8',^)} ds’-,
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(И)

так как иа = 0 при s = О, то

| и0 - J {- Б (0, s', g°)} ds' | < C51 s | $ {- В (0, s', О ds'.
О о

Сравнивая (6), (10), (И), получаем неравенство (4); лемма 1 доказана.
Доказательство теоремы 1 проводится аналогично доказательству тео­

ремы 6.1.1. в (2). Для этого строятся такие функции /т и их, что при боль­
ших т оценка (1) нарушается. Функции /т выбираются такие же, как и в 
теореме 6.1.1.; выберем

vx = тп+1+^-тшф(у, s),

где <о — функция, найденная в лемме 1 для r = n-\-3-\-k-srN. Функцию 
же <р (у, s) надо выбрать так, чтобы

1) Ф(0) = 1;
2) ф должна иметь носитель в достаточно малой окрестности нуля;
3) sup | Da ‘Рих | С для r > 1, | a | 2V.
Рассмотрим задачу

W = o, ф1(у, 0)=l. (12)

Так же как и в лемме 1, найдем функцию <pi, удовлетворяющую урав­
нению (12) с точностью до O(|y|2(’,+2+ft+jV)) и точно удовлетворяющую 
начальным данным. Пусть ф(у, s) — срезающая функция: ее носитель 
лежит в окрестности начала координат и ф(у, s) = 1 в меньшей окрест­
ности. Положим ф = ф,ф, тогда ф удовлетворяет требованиям 1) и 2); 
докажем, что 3) тоже выполнено. Заметим, что Аса = — ‘Дю, гдо /Л и 
'Л-старшие части операторов Р и ‘Р, тогда 1Р(е-т“ф) = е_тш(тА® Д 
Д-Фф). Чтобы доказать неравенство sup С теперь достаточно
использовать следующее утверждение.

Лемма 2. Если | ф (у, s) | = О (| у |2s) при у-+0, ф (у, s) е С“, то в 
достаточно малой окрестности начала координат

8ир|Пк(фе_ти) | = О(т|а|_8).

Доказательство. Так как Re и a, Re ®i 0 в окрестности нуля, 
а > 0, то достаточно доказать, что для s > | а |, sup | е_ты/Чф | = O(xla,_s). 
Действительно,

П»ф = О (| у 12s~2|al) = О ((Re «,)*-'“').

Следовательно,

ts~lal sup | е~т“Оаф | sj) C sup e~TCt Re (ar Re ®,)s_lal;

легко видеть, что правая часть последнего неравенства ограничена. 
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