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СИММЕТРИЯ ФУНКЦИИ ВРАЩЕНИЯ 
В ПРЕДСТАВЛЕНИИ КВАТЕРНИОНАМИ

(Представлено академиком Н. В. Беловым 18 X 1971)

Задача выделения примитивных областей многообразия вращений по 
группам «симметрии», представляющим прямые произведения G, X G2 
групп вращений G, и G2 межатомных функций Pi и Р2, возникает при 
определении ориентации отдельных субъединиц молекулярных кристаллов 
с использованием функции вращения (*).

Описание вращений тремя эйлеровыми углами, принятое в (’), хорошо 
согласуясь с размерностью многообразия вращений, в отдельных случаях 
приводит к трудно обозримым нелинейным соотношениям. Линейное во 
всех случаях изображение вращений ортогональных (3 X 3)-матрицами 
(2) не может обойтись без эйлеровых углов при сканировании областей 
вращений. Приводимое представление вращений кватернионами (3), пере­
нося рассмотрение в четырехмерное эвклидово пространство, делает воз­
можным использование аппарата теории правильных разбиений сферы 
(4). Эти рассмотрения в конечном итоге позволяют ограничиться наиболее 
естественным представлением вращений осью и углом поворота.

1. Пусть S и Т — принадлежащие точечным группам G, и G2 вращения 
межатомных функций + и Р2. Легко видеть, что произвольное вращение 
р и вращение

р' = SpT (1)
переводят Р2 в одно и то же по отношению к Р, расположение, т. е. вра­
щения р и р' эквивалентны. «Симметрия» (1) описывается элементом 
S X Т прямого произведения G, X G2 групп G, и G2 (2).

Вращению р, характеризуемому направлением оси I и углом поворота 
со, сопоставим (3, 5) единичный кватернион

и = cos V2W + + W + Z3&) sin 'Аю; (2)
здесь l2 и Is — декартовы координаты единичного вектора I. Легко ви­
деть, что отличающиеся только знаком кватернионы ни —и представляют 
одно и то же вращение, поскольку повороты на углы со и 2л — со по отно­
шению к противоположным направлениям I и —I совпадают. Принимая 
во внимание равенства z2 = /2 = А2 = —1, ij = —ji = k, jk = —kj = i 
и kt — —ik — j, можно убедиться, что произведению pip2 вращений отве­
чает произведение ищ2 кватернионов и, таким образом, имеет место го­
меоморфизм группы вращений и единичной трехмерной сферы S3 кватер­
нионов

I и I2 = «о + и1 + и2 + ul = 1 (3)
с идентифицированными диаметральными точками; последнее равносильно 
присутствию центра инверсии в начале координат.

Преобразованию (1) отвечает такое же преобразование кватернионов 
и' = sut, (4)

где s = s0 + Sii + s2j + s3k, Z = Zo + Gz + t2j + t3k — кватернионы пово­
ротов S и T, и' = щ + u/i + u2j + u.'k, и = ий + ил + u2j + u2k — про­
извольный кватернион.
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Используя линейность (4) по и и переходя к покомпонентной форме 
записи, можно представить левое и правое преобразования и' = su и 
и" = ut в матрично-векторной форме:

и' = Su, и" = Ти, (5)

Общее преобразование (4) запишется в виде
и = Zu, 

где (4 X 4)-матрица Z равна произведению матриц S иТв произвольном 
порядке:

Z = ST = TS.
Таким образом, элементу S X Т прямого произведения G, X G2 в ква­

тернионном представлении отвечает произведение коммутирующих между 
собой матриц S и Т. Прямое произведение сводится к простому произве­
дению матричных представлений {S} и {Т} групп вращений.

Таблица 1
Преобразования вращений в представлении кватернионами

Ось 
враще­

ния
Направ­
ление Uf = SU ur — US

2 001 ± (--- W3j ---  «2, Wl, Wo) + (— W3, W2, — Wl, Wo)
010 ± (— W2, W3, Wo, — Wl) ± (— Un, — U3, Uo, + Ul)
100 + (— Ul, Un, — из, Un) ± (— mi, uo, из, — ui)

001
/2

4 2 (WO —’ W3, Wl — W'2, Wl —W-2? ± — (Wo — W3, Wl 4- W2, — Ul 4- «2?

Uo + из) Wo 4- U3)

010
УЗ /2

+ 2 — W2, Wl ■ + W‘2? i ~2— (wo — w-2, — W3, wo 4- u-i

— Wl 7/3) Ul 4- из)
/2 /2

100 + 2 (^0 — Wj, ^0 "i i 2 (^0 — wo + W2 4“

U2 -|- U3) — U-2 4“ W3)

3 001 + 7'2 (uo — УЗ из, Ul — /3 U2, + V2 (uo — УЗ из, ui 4- УЗ ii2,

УЗ ui-j-ui, ]43 ио-риз) — Уз ui -}- ui, Уз Uo 4" “з)

6 001 + ’/2 (]4з и0 — из, УЗ ui — и2, + 71 ( ]43 uo — из, Уз Ul 4- U2,

Уз U2 4- U1, ]/3 из + иП) /З U2 --- Ul, }43 из 4“ Uo)

3 111 + 1/‘2 (WO — Wl — W-2 — W3, Wo + Wl — 
— W-2 4~ W3, Wo “h Wl + W2 — W3, 
Wq — Wl 4“ W2 4- W3

+ (uo — Ul — U2 — из, uo 4- Ul 4-
4- U2 --- U3, Uo --- Ul 4- из 4“ U3,
Wq 4- Wl — W-2 4- W3)

2. В табл. 1 описаны левые и правые преобразования (5) для основ­
ных кристаллографических осей 2Ooi, 2ою, 21(га, 4Ooi, 4ою, 4юо, 300i, 60oi и 
3И1. Нижние индексы указывают направление оси в декартовой системе 
координат. Допустимая установка кристаллографических осей показана 
на рис. 1. Каждое преобразование описано координатами точки, эквива­
лентной произвольной точке и = (и0, и1? и2, и3). Преобразования верти­
кальных осей 2ooi, 4ooi, 3001 и 6001 действуют в координатах u0, и3 и и,, и2 
как вращения на вдвое меньший угол поворота. Левые и правые преобра­
зования отличаются направлением вращений в координатах щ, u2. Дру­
гие оси действуют аналогичным образом. Именно, в координатах ub и2, 
и3 перпендикулярно направлению оси имеет место вращение на вдвое 
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меньший угол поворота (различный по знаку для левых и правых преоб­
разований) ; точно такому же преобразованию подвергаются координаты 
двумерного ортогонального подпространства, образованного осью враще­

а,

ние

ния и направлением и0.
Так, в случае тройной оси Зш разности ut — н2, п2 — гг3 и гг3 — w-i, рав- 

скалярным произведениям вектора и и векторов е12 = — е2, е23 —
= е2 — е3 и e3i = е3 — е3 (рис. 2), подвергаются кру­
говой перестановке с изменением знаков:

--  М2 = (^2 из)> ^2 Xi == (“з Wl)’
W3 — (Uj и2),

поэтому в плоскости векторов ei2, е23 и e3i, ортого­
нальной оси 111, действует вращение на угол ‘/зл. 
Легко убедиться, что Вщ = (щ + н2 + п3) /уЗ (про­
екция на ось 111) и Но преобразуется по формулам
- (/3/2) (/3/2)н0 + 1М пи

положительной и

также описывающим поворот на угол ’/гл.
Преобразование общего вида и = sus~', где — кватернион обрат­

ного преобразования, называемое автоморфизмом, действует как враще­
ние S в координатном пространстве щ, н2, и3.

В качестве примера рассмотрим группу {4 3 2} X {2 3}. Используя ле­
вые преобразования осей 4Ooi, 4010 и 4100, можно добиться, чтобы в произ­
вольной точке и = («о, Ui, и2, и3) координата и0 стала 
максимальной по модулю среди координат эквива­
лентных точек. Последнее равносильно переводу 
точки (w0, , содержащей наибольшую по модулю
координату, в минимальную область и выполнению 
неравенств

| u, | sC (]/2 — 1) гг0, i = 1, 2, 3,
(6) 

| И11 + | Иг | + | Из | Uo-

Комбинируя далее преобразования правой груп­
пы {2 3} с одноименными обратными преобразованиями левой группы, 
получаем вращения 3 и 2, сводящиеся к круговым перестановкам коор­
динат Ui, и2, и3 и к изменению знаков двух координат. Используя эти пре­
образования, можно сделать и3 наименьшей по модулю среди Ui, и2, и3 и 
X одновременно с и2 неотрицательными, т. е.

(7)

Последние неравенства выделяют внутри единичной сферы

и1 -р и2 -р Ид -- 1 (8)

секториальную область, примыкающую к ‘/12 сферы. Ранее полученное 
условие (8) включает «о и в конечном счете сводится к ограничению 

®<2arctgmin(-fcp-, —; г = 1,2,з).

3. Возможность задания примитивных областей в форме секториаль- 
ных в каждом конкретном случае ясна из общего метода (4) построения 
фундаментальных областей на сфере.

Сканирование областей удобно вести, выбирая сначала узел равно 
мерной сети точек на сфере (8), что равносильно выбору направления /
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оси вращения, затем проходя узлы вдоль радиуса, что соответствует из­
менению угла поворота и. Равномерному распределению узлов внутри и 
на границе сферы (8) должен отвечать постоянный в смысле метрики 
вращений элемент объема, инвариантный при преобразовании симмет­
рии (1). Подобная метрика, определяемая в малом единственным обра­
зом (3,5,6), совпадает с метрикой кватернионов. Для точек сфер еди- 
ничного и произвольного радиусов ко-
ордината щ постоянна, поэтому «рас­
стояние» между точками сферы в смыс- У,
ле кватернионов будет совпадать с 
обычным расстоянием. При построении 
равномерных сеток векторов 1 на 52 
удобно использовать карты сферичес-

4П У'

ких сеток в полярных координатах 
иу = г sin ф cos <р, и2 = г sin ф sin ср,

i'.

u3 = r cos <р. Рис. 3
Смещению Аг вдоль оси вращения 

отвечает «расстояние» | Au | = |A(cos 72со + 1 sin ‘/2w) | = 72Асо, равное
половине изменения угла поворота и отличающееся от обычного Аг = 
= COS ‘/гСО • (*/2Аы) коэффициентом подобия COS ‘/гЫ.

Элемент AV секторпального объема (рис. 3) определится величиной

AQ3 = Л*' = 1/ ДМГ2ДО2
COS ]/2(О

где AQ2 — элемент поверхности единичной сферы S2. Отсюда
. _ 4 Д<У

1— cos w AQ3 •

Таким образом, шаг Асо равномерной сети вращений зависит от со нели­
нейным образом.

Коль скоро узел I, равномерной сети вращений определен, может 
быть вычислена матрица вращения R в декартовой системе координат (7)

/1 о 0\ /О
R = cos со I 0 1 0 + sin со I Z3

\0 о 1/ \_z2
- ?3 

о 
h

+ (1 — cos со)

Z1Z2 Z1Z3

Z® his 
hh ll

Целесообразность изложенных рассмотрений стала очевидной после 
проведения пробных расчетов функции вращения на ЭВМ и бесед с ма­
тематиками и кристаллографами Б. Н. Делоне, В. И. Хитровой и други-
ми, которым автор выражает свою признательность.
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