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(Представлено академиком Ю. В. Линником 22 XI 19’11)

А. Вейль (8) высказал гипотезу, относящуюся к построению модуляр­
ных форм веса —2. Доказательство этой гипотезы А. Вейля известно для 
всех эллиптических кривых с комплексным умножением и для эллипти­
ческих кривых без комплексного умножения в случае, когда род поля мо­
дулярных функций Го (А) равен 1 (А — кондуктор кривой). Об этом 
А. Вейль сообщил в работе (9). В монографии (3) автор высказал гипотезу 
(А), которая является обобщением гипотезы А. Вейля (8) и относится к 
построению модулярных форм веса — I (Z > 2).

Как сообщено в работах (3, 4), гипотеза (А) была доказана автором с 
помощью обобщенных тэта-рядов для кривых

у2 = ж3 + 1, у2 = х3 — х.

А. Вейль сообщил *,  что гипотеза (А) в случае ее справедливости может 
быть проверена на основе результатов его работы (8) и работы Дойрин- 
га (6).

* Письмо от 18 марта 1970 г.

В статье приводится набросок доказательства гипотезы (А) для всех, 
кривых с комплексным умножением (при I четных) на основе результатов 
(8) и (6). Кроме этого в заметке приводится функциональное уравнение 
для функции (6), построенной с помощью эллиптических кривых с комп­
лексным умножением, определенных над алгебраическими полями.

Сформулируем гипотезу А. Вейля и гипотезу (А).
Пусть С — эллиптическая кривая, определенная над полем рациональ­

ных чисел Q посредством уравнения Вейерштрасса

у2 = х3АхВ (1)

с рациональными коэффициентами. Для каждого простого р кривой С од­
нозначно соответствует модель Нерона Ср, бирационально эквивалентная 
С над р-адическим полем Qp, заданная посредством уравнения

У2 + ЛХУ + цУ = X3 + «А2 + рА + у

с целыми р-адическими коэффициентами.
Далее редуцируем кривую СР по mod р. Обозначим через СР уравнение 

редуцированной щэивой. Возможны три случая:
a) редукция СР — Cp(modp) «хорошая» (невырожденная); тогда по­

ложим

= (1 — app~s + р'--)'1,

где р + 1 — а? — число рациональных точек на редуцированной кривой;
b) СР имеет двойную точку с раздельными касательными; в этом слу­

чае положим Lp<s} = (1 — ePp_s)_1, еР = 1 пли — 1, в зависимости от того, 
рациональны или нет касательные над ЕР;
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с) СР имеет точку возврата; в этом случае положим Lp(s) = 1. Пусть 
оо

N — кондуктор кривой С; Л(,)= П£р)== S алп s —дзета-функция
р П=1

оо

кривой С. А. Вейль предположил, что тогда у, а _ парабо-
п=1

лическая форма типа (—2, N, 1).
Известно (‘), что для р «хороших» аР = Тг(л(р)), где л(р) —след 

эндоморфизма Фробениуса кривой СР, редуцированной по модулю р.
Гипотеза (А). В тех же обозначениях, чтобыли введены при фор­

мулировке гипотезы А. Вейля, пусть редукция СР «хорошая», тогда по­
ложим

Lp\ = (1 —bv<kP~s + где (к — 1)>1, /счетное,

ЬР, к = Тг (лй-1(р) )nk~i(p') — (к — 1) — степень эндоморфизма Фробениуса 
эллиптической кривой СР. Тогда существует такой множитель, отнесенный 
к «плохим» р,

2 bn,ke^n
П=1

при (к — 1) нечетных является параболической формой геккевского типа 
(—/с, Nk, 1), где Nk — делитель кондуктора кривой С.

Для дальнейшего нам понадобятся следующие утверждения.
Лемма 1 (следует из результатов Дойринга (2 * * * 6)). Пусть С — алгеб­

раическая кривая рода 1 над числовым полем К, определенная посредст­
вом уравнения

f(x-, у) = 0 (3)

с коэффициентами из К.
Пусть на кривой (3) имеется по крайней мере одна точка с коорди­

натами из К и кривая (3) имеет комплексное умножение. И пусть комп­
лексные умножения образуют порядок К-. в мнимом квадратичном поле 
Ki = С? (V—d) и пусть К.еК.^ — простой дивизор числового поля К.

Обозначим для р «хороших»

Lk (s, С, К, р) = (1 - л^Ар-8)-1 (1 - ЯГаГ)-1, (4)

где лУ, Лу — собственные числа эндоморфизма Фробениуса кривой (3), 
редуцированной по mod р.

Fk = L^k, «плохие»
р

(при р «плохих» равно 1 или (1 — Ck(p)p~s)~l, Ск(р)—некоторая
функция от р), что определенный по А-ряду

оо

= Fk П = 2 bn,kn~s, р «хоропие», (2)
р п=1

ряд Фурье

2 bn>ke^n
П=1

является некоторой параболической формой веса —к. Причем для кривых 
с комплексным умножением ряд

276

*



Тогда существует такой множитель Fh"{s), отнесенный к «плохим» V 
{«плохих» у конечное число), что

Lk (s) = {F k (я))-*  П (1 - 4-WT1 (1 - лГ^р-8)'1 =
р

= Г ) L*  (s-^.X^, л) , (5)

zdeL*{s,  X, К) — ряд Гекке поля К с гроссенхарактером X. В ведущий мо­
дуль характера X входят только простые дивизоры, отнесенные к плохим р; 
X — неглавный характер-, L(s, К, X) — целая функция. Функция

К, Х±‘) = {d /(2n)n)%s(^/v)feT^n(s+ 1/2)L{s, К, X±f) (6)

(/v — ведущий модуль X, п — порядок поля К) — целая функция от s и 
удовлетворяет функциональному уравнению

ip(l - s, К, XT1) = w{№)q{s, К, Х±‘), w(X)w(X) = 1. (7)

Лемма 2 (следует из результатов Дойринга (6)). Пусть С — алгеб­
раическая кривая рода 1 над числовым полем Q, определенная посредст­
вом уравнения

f{x- у) = 0 (8)
с коэффициентами из Q {поле рациональных чисел).

Пусть на кривой (8) имеется по крайней мере одна точка с координа­
тами из Q и кривая (8) имеет комплексное умножение-, пусть комплекс­
ные умножения образуют порядок К2 в мнимом квадратичном поле К, — 
— <2(V—d). Обозначим для р «хороших»

Lk {s, C,Q,p) = {l — (1 -л k~}ps), (9)

где nv, — собственные числа эндоморфизма Фробениуса кривой (8), 
редуцированной по mod р.

Тогда существует такой множитель Fk'{s), отнесенный к «плохим» р 
{«плохих» р конечное число), что

Lf = {F’k (s))-1 П (1 - л'ГУТ1 (1 - ^р-3)-1 =
р

= L {s - X^i, К2) = 2 , (10)

где L{s, X, К2) —L-ряд Гекке с гроссенхарактером X над Кг, причем

L{s,K,Kz) =L{s,1,K2).

Пользуясь леммой 2 и результатами (7), автор вывел функциональные

°О &
уравнения для Lk{s) — 2 —(где Lh'{s) определено по формуле 

п=1 п
оо

(10)) и- Lk.i (s) = 2 ■ s - , где % (к) — любой примитивный харак- 
п=1 "

тер с ведущим модулем m {m — натуральное число, удовлетворяющее 
условиям теоремы 2 работы (8), {к — 1) нечетные).
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На основе этого с помощью критерия А. Вейля (теорема 2 из (8)) по­
лучено доказательство * гипотезы (4) в случае {к — 1) нечетных.

* Без полного уточнения ступени построенной модулярной формы и с точностью 
до конечного числа множителей в (2), отнесенных к «плохим» р эллиптической кри­
вой (1).

** Эта оценка подтверждает известную гипотезу Рамануджана — Петерсона.
*** Элементарное доказательство этой оценки Хассе дано Ю. И. Маниным в (5), 

смотрите также (*).

Заметим, что для коэффициентов Фурье й, построенных модулярных 
форм выполняется оценка**  |й„, ь| < Ben'l2{,i~i}+c, которая следует из из­
вестной оценки ***

|&Р, 2| = |«р | 2]/р,
рекуррентных формул

bp, k — Ър, 2 pbp, k—2 при к 3,
bp,k = йр,*-1  — 2р при к = 3

и мультипликативных свойств Ъп,
На основе леммы 1 получено функциональное уравнение

Л^) =
где

(Lk"(s) определено по формуле (5)).
Лемма 1 позволяет также сформулировать аналог гипотезы (А) для 

кривых, определенных над алгебраическими полями.
В заключение считаю своим долгом выразить глубокую благодарность 

А. Вейлю, Ю. И. Манину за ценные указания и советы и А. И. Виногра-
дову за большое внимание к работе и советы.

Поступило
2 XI 1971
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