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1. Пусть (£, §1, Рв), 0 е 0, — вероятностное пространство с семейством 
вероятностных распределений на нем. Предположим, что по результатам 
наблюдения х X, подчиняющегося одному из законов Рв, надо оценить 
значение заданной функции у (0): 0 -> R1.

Будем рассматривать класс К всех несмещенных оценок с конечной 
дисперсией параметрической функции у (0), т. е. таких оценок /(я), что

ЕД(х) = у(0), ЕД2(х) < Д- оо, 0 е 0.

Если у* — оптимальная в классе К оценка параметрической функции 
у (0) при мере качества, порожденной квадратической функцией потерь, то 
(при некоторых ограничениях) у* будет также оптимальной в указанном 
классе и для любой функции потерь п?(у*, у) — выпуклой по у* при каж­
дом фиксированном у (см. (‘,2)).

В предлагаемой заметке мы рассмотрим вопрос, какие функции потерь 
обладают аналогичным свойством.

Определение. Функцию потерь w(у*, у) будем называть универ­
сальной для семейства распределений Рв, если любая огра­
ниченная оценка, являющаяся оптимальной в классе К при мере качества, 
порожденной функцией потерь w(y*. у), будет оптимальной в указанном 
классе и при мере качества, порожденной любой функцией потерь 1щ(у‘, у), 
выпуклой по у* при каждом фиксированном у.

2. Обозначим через V класс всех несмещенных оценок нуля с конечной 
дисперсией (н.о.н), т. е. таких оценок /, для которых

Ев% = 0, ЕвХ2 < + оо, 0G0. (1)
а через Vo — класс ограниченных оценок, удовлетворяющих (1).

Лемма 1. Пусть Vo плотно по метрике ЬДРД, 0G0, в множестве V, 
a у) — дважды непрерывно дифференцируемая, выпуклая по у* при
каждом фиксированном у функция.

Для того чтобы ограниченная оценка у*(х) была оптимальна в клас­
се К при мере качества, порожденной функцией потерь гг(у*, у), необходи­
мо и достаточно, чтобы

■г'и 4=0

для всех 0 е0 и '/е Vo.
Теорема 1. Пусть Уо плотно по метрике L2(Pe), 0е0, в множест­

ве V, а zz?(y*, у)— выпуклая по у* при каждом фиксированном у функция, 
представимая в виде

Hv*, Т) = ,(Pi(yWY*) + фг(у)Т* + <Рз(у), (2)
где ф — дважды непрерывно дифференцируемая функция такая, что

Ф1(У)Ф"(У*) > 0 (3)
при всех у, у*.
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Тогда w{y*, у) — функция потерь, универсальная для семейства Р,..
Доказательство основано на соображениях, сходных с применен­

ными в (2).
Отметим, что среди функций потерь иДу*, у) = иДу* — у), w{u) О, 

иДО) — 0, представление вида (2) допускают только

юДу* — у) = 4(у* — у)2, 
w2 (у* — у) = В [ ec(v*~T) _ С (у* — у) — 1 ]

для некоторых А, В, С, причем Wi может быть получена предельным пе­
реходом из wz, когда С -> О, В -+■ оо таким образом, что В ~ 2А / С2.

3. Пусть теперь выборочное пространство X состоит из ш точек 
Xi, .... xm и

m—1
Ре{Х = ^} = рД0), j = l,...,m-l, Pe{X = xm} = l- 3 Pi{Q). 

г=1

Допустим, что pi (0),. . ., Рп(9)—максимальная линейно независимая 
подсистема среди функций рДО),..., рт_Д0) (этого можно добиться 
изменением нумерации).

Теорема 2. Пусть функции 1, рД0),.. . , р„(0) линейно независимы 
и, кроме того, линейно независимы все функции вида piftl(0),. . ., p„k (0>) 

п

для всех целых ki 0, 0 еС kt 2к — 1, где /с > 0 — целое число. 
г=1

Тогда функция потерь
™{у\ Y) = (Y* — УГк

является универсальной для семейства Рв.
4. Выше мы рассматривали класс несмещенных оценок f(x) парамет­

рической функции у (0), т. е. таких, что

ЕД(х) =у(0).

Однако с каждой выпуклой функцией потерь w(y*, у) можно связать 
свое понятие несмещенности, которое мы будем называть w-n е с м е щ е н- 
ностью (см. (3), стр. 25).

Лемма 2. Пусть функция потерь w{y*, у) выпукла по у* при каждом, 
фиксированном у и представима в виде

w{y*, Y) = Ф»(Т*)'Ф1('У) + Ыт) +ф2(у*), (4)
где д-, — непрерывная, строго монотонная функция, а ф1, Т? непрерывно 
дифференцируемы.

Пусть статистика Т достаточна для семейства Рв, 0 е О, а / — w-несме- 
щенная оценка параметрической функции уД0).

Тогда существует w-несмещенная оценка у*{х) параметрической функ­
ции уД0), зависящая от достаточной статистики Т и такая, что

Eew(y*(x), уД0)) ^Eew(f(x), уД0)).
Теорема 3. Пусть «Ду*, у) —функция потерь, для которой справед­

ливы одновременно представления вида (2) и (4), у* {х) — w-несмещенная 
ограниченная оценка параметрической функции уД0). Допустим, что 
у* (х) — оптимальная оценка в классе К {при у(0) = Е$у*) при мере ка­
чества, порожденной функцией потерь w{y*. у), а множество Vo плотно по 
метрике Lz(Pe) в множестве V.

Тогда у* оптимальна в классе w-несмещенных оценок с конечной дис­
персией параметрической функции yi (0).

5. Пусть Ж = {xi, х2, х3}, Ре{Х — х^ = Рц{Х = х2} = 1 / 2 sin20,
Рв {X = х3} = cos20, 0 е [0, а] при достаточно малом а > 0. Для указан­
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ного семейства лапласовский ущерб

^(У*, Y) = IY* — Yl
не является универсальной функцией потерь.
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