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П. Т. ДЫБОВ

О РАЗРЕШИМОСТИ ПЕРВОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО 

ТИПА ШЕСТОГО ПОРЯДКА
(Представлено академиком И. Н. Векуа 19 VII 1971)

И. Н. Векуа (1а) предложил новый метод изучения краевых задач для 
уравнений и систем эллиптического типа. В данной работе методом 
И. Н. Векуа исследуется разрешимость первой краевой задачи для уравне­
ния эллиптического типа шестого порядка в конечной односвязной области. 
В круге Г: ж2 + у- < 1 с границей у ищется решение и (ж, у) уравнения 

Lu, = Lou + L-,u = f,
3 a-

L(jU = / ] / A^A^Apg gz3+!Cg_3-k ’ (1)
R=-3 П+7П+Р--К+3

э
Lru= 2

n+m—0

dn+mu 
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удовлетворяющее граничным условиям
ди | д2и
dv | у dv2

nm
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4

где v — направление внешней нормали; z = х + iy, dz — ’/г© — idy), 
д?= Уг© + i A2s = as — cs + ibs, Ais = 2(аг + с,), A03 =
= a„ —cs—ibs = A2s, s = 1, 2, 3. Считаем, что Вп,.,/е7,(Г), ^>2. 
Функции as(x, у), bs(x, у). cs(x. у) измеримые, органиченные удовлетво­
ряющие почти всюду в Г условиям

аД2 + bst + с, > До > 0, as > 0, —оо < t < +°°, До = const. (3)
Функция и(х, у) считается решением поставленной задачи, если: 

1) и(х, у) е Wp<6> (Г + у); 2) и(х, у) почти везде в Г удовлетворяет урав­
нению (1); 3) и(х, у) удовлетворяет условиям (2). Решение будем искать 
в виде (1в)

w(r,y) = ^°(z’£)P(Odi\sl'FoP, (4)
Г

о (z© = о0 (z© + оу (z©, cr0(z, £)==J-|£ — z Ig [g — z |2, 0©© =

= - 4-1 £ - z I4 11-^ |2 + (1-Z2-) (1-Й) - -4 (1 - ZZ)2 (1- ©2,

г
где ^ = ^+гц; g, ц—вещественные 
функция переменных g, ц. Обозначим

©©©©-|И 0 
dzndZm — пт/у

©Р = ai (z© Р © (5)
г

переменные; р (и) — действительная

Р"+тГор
dzndZm (6)= V о— r птг

Если р е АДГ), р > 2, то Wmnp е На(Г + у), а = (р — 2) /р, при 
п m = 5; | Wnm р | =£7 Nnm || р|©, N= const при п + тп =£1 5. Если р е
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е 7/ДГ + у), то существуют производные шестого порядка от Жр, кото­
рые определяются по формулам

(7>
dWop
dzidz2 = Wp =

г

dWop
dz3dz3

f/'ffi (z,Q 
dzidzi рК)л; = пр + У42р, (8).

dWoP _
dz3dz '

d^i (z, g)
dz°dz р(£И1> 551р + У51?, (9).

dvi (z,a 
dzQ p^)dr = 5вор + Увоэ.

(10)
Если ре7,.(Г), p 1, то производные шестого порядка от Wop су­

ществуют в смысле С. Л. Соболева (2). С помощью неравенств А. Зигмунда 
и А. Кальдерона (За-б) и известных теорем функционального анализа опе­
раторы РУр, Жщ, Жор продолжаем линейными ограниченными операто­
рами в любое пространство £Р(Г), р > 1, причем в этих пространствах со­
храняются формулы (7) —(10). Пространства АР(Г), р > 1, операторы 
Ж, 1У51 р, Жор переводят в себя.

Теорема 1. Если р е Lp (Г), р > 1, то SAp = П2р, Жр = П3р.
Теорема 2. Если р е Рр(Г), р > 1, то W5ip = W2p, Жор -- Жр. 
Доказательство проводится методом, изложенным в (4).
Теорема 3. Любую функцию и (х, у) е Wp(e> (Г + у), р > 2, удо­

влетворяющую условиям (2), можно представить в виде (4).
Доказательство аналогично приведенному в (1б), стр. 333. Заме­

няя в уравнении (1) функцию и(х, у) с помощью (4) и учитывая формулы; 
(6) — (Ю), от рассматриваемой задачи переходим к эквивалентному сингу­
лярному интегральному уравнению по кругу Г

p + Pp = f, (11)
3

где РранзР0э - 7р,/■’„□=2Re 2 2 AnlAm2Ap3Wkp— линейный ограни-
к=1 п+т+р=К

ченный оператор, переводящий пространство £Р(Г), р 2> 1, в себя, 
5

Тр= 2 BnmWnmp — вполне непрерывный оператор в любом пространстве- 
П+7П=0

ЕР(Г), р > 2. Здесь, не ограничивая общности, мы положили 
2 ^-п1^т2Ар3= 1. Обозначим ||1У||ьр = Ар. Применяя неравенство-

п+т+р—з
Минковского, получаем

Ро ||Lp vrai sup 2 2 | 2 Ап1Ат1Арз | = ?1,
к=1 п+т+р~к

|| Т \\fjp 2 Nnm )| впт |'Lр = q2.

Если щ + <?2 < 1, то применим принцип сжатых отображений. Тогда урав­
нение р + Рр = 0 не имеет решений в Рр(Г), р > 2, а уравнение (11) 
имеет единственное решение р = 7;,(Г) для любого /еРр(Г), р > 2. 
Отсюда следует

Теорема 4. Если коэффициенты при старших производных уравне­
ния (1) удовлетворяют условиям (3) и неравенству q{ < 1, Bnm е1р(Г)г 
р > 2, и удовлетворяют неравенству qY + q2 < 1, то для любого f е Lp(J")r 
р > 2, рассматриваемая задача имеет единственное решение.

1252



Пусть В„т — произвольные функции из £Р(Г), р > 2. Если < 1, то 
оператор 1 + Р» имеет обратный (1 + Ро)~1 = Р„ который также линеен и 
ограничен в Х₽(Г), р > i (5). Применяя Р, к уравнению (11), приходим 
к эквивалентному функциональному уравнению р + Г,р = P„f с вполне 
непрерывным оператором = Р*Т, для которого, согласно теории Рис- 
еа — Шаудера (6,’), справедливы теоремы Фредгольма. Отсюда следует

Теорема 5. Если коэффициенты при старших производных уравне­
ния (1) удовлетворяют условию (3) и неравенству qt <Z 1, то рассматри­
ваемая задача фредголъмова, т. е. задача разрешима тогда и только тогда, 
когда свободный член f удовлетворяет условиям вида

Цм^г = о, А = 1,...,г, (12)
г

где г — число линейно независимых решений однородной задачи.
В дальнейшем коэффициенты при старших производных будем считать 

непрерывными функциями и Lou = i~3E3u для Ro < |z| <1, где Ro— 
число, сколь угодно близкое к единице. Оператор Pop представим в виде 

3
Рс'р = Ро°р + Ро'р, где P2?s2Re2 2 — линейный

k'=l 7i+m+p=fc
3

ограниченный оператор, P0p^2Re2 2 ^-п^гт^-рз^з+к, з-к?— вполне
k=l п+т+р=к

непрерывный оператор. Уравнение (И) продолжаем на всю плоскость, по­
ложив вне Г Р = 0, f = 0, а, следовательно, р = 0. Применяя одно свой­
ство композиции линейных операторов, установленное Т. Г. Гегелиа (8), 
оператор I + Р представим в виде I + Pi + Tlf где / + Pi — обратимый 
оператор вД(Г),2 < р < 2 + е, где е — некоторое положительное число, 
a Tt — вполне непрерывный оператор. Поэтому справедлива

Теорема 6. Если коэффициенты при старших производных уравне- 
ния (1) —функции непрерывные, L^u = 4_3А3и для Ro < |z| < 1, 
Brm, f^Lp(r), p > 2, то рассматриваемая задача разрешима в 

+ у),2-<р<2 + е, тогда и только тогда, когда f удовлетворяет 
условиям вида (12), где г—число линейно независимых решений одно­
родной задачи.

Далее доказываем, что справедлива
Теорема 7. Функции [ 2 Ап1Ат2Ар3 / 2 AnlAm2Ap3 — ин-

• n+mvp=k I n+m+p~3
вариантны при конформных преобразованиях.

На основании этого приходим к выводу, что теоремы 5, 6 справедливы 
и для первой краевой задачи в произвольной конечной односвязной области 
с достаточно гладкой границей. Справедлива также и теорема 4, если после 
конформного преобразования области на круг Г уг будет таким, что 
•qi + ?2 < 1.

Автор выражает глубокую благодарность акад. И. Н. Векуа за поста­
новку задачи и внимание к работе.
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