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СИНТЕЗ ОТИМАЛЬНЫХ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ СТАБИЛИЗАЦИИ

(Представлено академиком А. Ю. Ишлинским 15 VII 1911)

Задачи синтеза оптимальных регуляторов в цепи обратной связи при 
случайных внешних возмущениях обычно решаются спектральными мето
дами, основанными на идеях оптимальной фильтрации Винера — Колмо
горова, причем система с обратной связью заменяется эквивалентной 
разомкнутой системой (’)• Это приводит к необходимости использования 
различных алгоритмов синтеза в зависимости от динамических характе
ристик объекта Так, в случае неустойчивого объекта приходится сначала 
решать задачу его стабилизации (') или вводить систему довольно слож
ных изопериметрических ограничений (2). Ниже эта задача решается ме
тодом, не связанным с заменой системы с обратной связью эквивалент
ной разомкнутой системой и поэтому в равной степени применимым к 
объектам с различными динамическими свойствами (устойчивым, неми
нимально-фазовым, неустойчивым и др.).

Задача формулируется следующим образом. Пусть движение объекта 
описывается системой обыкновенных дифференциальных уравнений с по
стоянными коэффициентами

Рх = Ли + ф, (1)
где х — n-мерный вектор фазовых координат объекта, и — те-мерный 
вектор управляющих воздействий, ф — и-мернып стационарный случай
ный процесс с нулевым математическим ожиданием п дробно-рациональ
ной матрицей спектральных плотностей 5,;, Р п Л — матрицы п X п и 
п X m соответственно, элементы которых суть операторные полиномы от 
р = d/dt.

Требуется найти уравнение регулятора
Wou = Wx (2)

так, чтобы замкнутая система была устойчива (все нули характеристи
ческого определителя системы уравнений (1), (2) должны лежать в ле
вой полуплоскости) и в установившемся рея;пме функционал

п m
е = S ri <^>-г S ) (3)

г=1 2=1
достигал минимума. Здесь и W — матрицы m X m и m X п элемен
ты которых — операторные полиномы от р, <ж?>, <и;2> и <щ2> — диспер
сии X;, uf и duildt, соответственно, ц и с; — неотрицательные весовые кон
станты.

Метод решения основан на специальном выборе вида варьируемой 
матрицы при сведении задачи к решению соответствующего уравнения 
Винера — Хопфа в частной области.

Введем матрицы передаточных функций Fx(s} и ^«(s), .s = <т + /со, 
связывающие преобразования Лапласа координат системы x(s) и u(s) 
и внешнего возмущения ф (s):

x(s) =ВДф(*)  = Р(5) - Л(«)Ж(«)]-‘ф(5),
гф) =Еи(«)ф(«) = Иф)[Р(в)-М(®)Иф)]-‘ф(5), 
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где W (s) = ТУо-1 (s) IF(s) (случай, когда в уравнении оптимального ре
гулятора (2) det Wo = О, требует особого рассмотрения).

Поскольку замкнутая система должна быть устойчивой и, следователь
но, элементы матриц Fx(s) и Fu(s) не должны иметь полюсов в правой 
полуплоскости, то, полагая s = /со, функционал (3) можно записать в 
виде *

* Здесь и далее аргумент s опускается. Индекс «*» означает операцию транспо
нирования и замену s на —s.
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7'оо
е = X Sp{[Fx.RFx + FutCFu}S4f}ds, (4)

—

где R = diag {гь..., rn},C = diag {(cj — s2),... (cm — s2)}.
Таким образом, задача сводится к определению матрицы W такой, 

чтобы при устойчивой системе «объект + регулятор» функционал (4) до
стигал минимума и поэтому вариации 6IV при минимизации функциона
ла (4) следует ограничить так, чтобы соответствующие вариации 8FX 
и 8FU функций Fx и Fu имели бы полюсы только в левой полуплоскости.

Отметим, что п(п + т) элементов матриц Fx и Fu удовлетворяют пг 
уравнениям связи

PFX — MFи = Еп (Еп — единичная матрица) (5)
и, следовательно, могут быть выражены через тп независимо варьируе
мых функций.

Если ввести матрицу Ф размера т X п,
Ф = AFX + BFU, (6)

где А и В — полиномиальные матрицы т X п и т X т соответственно, 
то все элементы матриц Fx и Fu могут быть выражены, согласно (5) и (6), 
через тп свободно варьируемых элементов матрицы Ф:

1 Г£ 1X
F L uj

= Z-1
п

ф

где

Тогда функционал (4) можно записать так:
J (8)

—7 00
Выясним, при каких условиях сформулированная выше задача мини

мизации функционала (4) эквивалентна задаче минимизации функцио
нала (8) на классе физически реализуемых функций Ф, т. е. функций, 
аналитических в правой полуплоскости.

Поскольку минимум функционала (4) разыскивается на классе фи-, 
зически реализуемых функций Fx и Fu, а минимум функционала (8) ме
тодом Винера — Хопфа находится на классе физически реализуемых 
функций Ф, то при минимизации этих функционалов могут допускаться 
только аналитические в правой полуплоскости вариации 8FX, 8FU и 6Ф. 
Принимая во внимание (7), приходим к выводу, что из требования ана
литичности в правой полуплоскости этих вариаций вытекает требование 
аналитичности в правой полуплоскости матрицы Z вместе с обратной.

Решение задачи, т. е. уравнение оптимального регулятора, имеет вид

= [K-yW'P - yH^N^R] х, (9) 

где АР = detP, N = ApP~lM, Q = АРВ + AN, HJi = Q^~l(NtRN -f- 
4- Ap*CA p)Q~l, IT*  = H и Г — матрицы m X m и n X n соответствен
но, аналитические вместе с обратными в правой полуплоскости, получае-
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мые в результате факторизации соответствующих матриц, удовлетворяю
щих, по предположению, всем необходимым для этого требованиям (3), 
у — общий знаменатель элементов матрицы Г-1, К-= tR —
— ЯЛ)Р_1Г]_ ([ ]_ — операция выделения всех правильных дробей с 
полюсами в правой полуплоскости). Полиномиальные матрицы А и В 
размера т X п и т X т определяются из условия аналитичности в пра
вой полуплоскости матрицы Z вместе с обратной, причем решение зада
чи (уравнение регулятора и минимум функционала (4)) не зависит от 
конкретного вида матриц А та В.

Выполнение требования аналитичности матрицы Z вместе с обратной 
в правой полуплоскости обеспечивает устойчивость замкнутой системы 
«объект + регулятор», движение которой описывается уравнениями (1), 
(9). Действительно, характеристический определитель системы уравне
ний (1), (9)

г р — м 1

где гурвицев полином g — результат факторизации

det
~Р 0 — М~ 
R Р, О

.0 - с .
= g’g-

Укажем класс возмущений, относительно которых полученное решение 
задачи инвариантно (регулятор сохраняет свойство оптимальности). Ре
гулятор, оптимальный при возмущениях с матрицей спектральных плот
ностей S*  = ГГ, будет оптимальным и при возмущениях с матрицей 
спектральных плотностей — ГТТГГ*,  где Т — невырожденная матрица 
п X п, элементы которой — константы.

Предложенный алгоритм решения эффективен и в том случае, когда 
необходимые для формирования закона управления фазовые координаты 
измеряются с помехами, т. е. закон управления разыскивается не в виде 
(2), а в виде

Wou = W(x + ср),

где и-мерный вектор <р — вектор ошибок измерения координат объекта, 
компоненты которого (ошибки срДО) —стационарные случайные процес
сы с нулевым математическим ожиданием и матрицей спектральных плот
ностей 5Ф.

Решение задачи (уравнение оптимального регулятора)
[dApH^C + (К_ — Lo — L+) dD-^M] и =

= [(£_ - Lo - L+) dD-'P - dH?Q?N,R\ x. (10)

Здесь, в отличие от (9), = 5,t + PS^Pq, (матрица D — аналитическая
вместе с обратной в правой полуплоскости), К- = [ (Ht~iQt~lNtR — 
— HA)P~‘‘D\_. Lo + L+ 4- L- = ~H.~'Qr'‘NtRS,tPfD (La — полиноми
альная матрица, L+ и L- — матрицы, элементы которых— правильные 
дроби с полюсами только в левой и только в правой полуплоскостях соот
ветственно) , d — общий знаменатель элементов матрицы L^D~l.

В данном случае уже не удается выделить класс возмущений, анало
гичный указанному выше, относительно которых регулятор, определяе
мый формулой (10), сохраняет свойство оптимальности.
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